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Avondcursug 1954-1955

Analzse 1I

door

Dr W, Peremans

& 1. Complexe getallen,

In dit gedeelte van de cursus amalyse zullen wij ons bezilg houden
met die onderwerpen, welke wij wensen te behandelen voor complexe ge-
tallen; de hoofdschotel zal worden gevormd door de theorlie van de on-
eindige reeksen,

Zoals al in de cursus analyse I 1s betoogd, bezitten de re¥le ge-
tallen vergeleken bij de rationsele getallen onder meer het voosrdeel
dat positieve getallen, zoals het getal 2, een vierkantwortel bezitten
(zie an I 19). Anders uitgedrukt: de vergelijking x2—2=0 bezit in de
verzameling der re¥le getallen wel een oplossing, maar in de verzame-
ling der rationale getallen geen orlossing.

Beschouwen wij nu echter de vergelijking x2+ﬁ=0, dan bezit deze
zelfs in de verzameling der re¥le getallen geen oplossing. Immers voor
leder refel getal a geldt a2; 0, dus ag+1 z1, zodat er geen a kan be-
staan waarvoeer 32+ﬂx0 geldt,

We zullen de verzameling der re¥le getallen nu uiltbreiden tot de
verzameling der complexe getallen;na deze uitbreiding zal de vergelij-
king x2+4=0 wel een oplossing blijken te bezitten, Om aan deze ultbrei-
ding lets te hebben, zullen we natuurlijk met deze complexe getallen
moeten kunnen rekenen, d.w.z. optellen, aftrekken, vermenigvuldigen
en delen, waarblj zoveel mogelijk van de rekenregels van de redle ge-
tallen behouden moeten blijven. Voordat dit geschied 1is, heeft het
trouwens geen zin om van oplesbaarheld der vergelijking x2+1=0 te
spreken. Men zou verder kunnen vragen, welke zin het heeft één speciale
vergell jking, zoals x2+ﬂ=0, oplosbaar te maken, daar er misschien dan
wel nog andere vergelljkingen overblijven die niet oplosbaar zijn. Het
plijkt echter, dat voor complexe getallen geldt, dat iedere algebraIsche
vergelijking met complexe co¥ffici&nten (dat is een vergelijking

n
Zi: akxk=0 met ng1, &, # 0 en alle I complexe getallen), een com-
Ke=0D

plexe wortel bezit. Het is deze z.g. hoofdstelling van de algebra, (die

we overigens eerst na geruime tijd zullen kunnen bewijzen), dle pas de
volledige rechtvaardiging geeft van de overgang tot complexe getallen.




The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the 11th
of February 1946, is a non~-profit institution aimingat
the premotion of pure mathematics and 1ts applications,
and is sponsored by the Netherlands Gecvernment thr-oug;h
the Netherlands Organization for Pure Research (Z.W.0.)
and the Central National Council for Applied Scientifice
Research inthe Netherlands (T.N.0.),by the Municipality
* of Amsterdam and by seversl industries,



Om enig idee te W liren hcoe we te werk gullen maeton gaan, nemen
we maar eens een symboc. 1. dat als gniosslngvan x“ %ﬂ =0 zal moeten
fungeren, d.w.z, waarvcor zal moeten gelden w~1 We zullen dit sym-
bocl meeten kunnen théliem en vermenigvuldlgen met re¥le getallen; zo

zullen we cok moeten kunr vermen a+bl, waarin a en b refle getallen
zljn. Nu blijkt q:ht;r, dat we formeel op de "getallen" a+bl de hoofd-
bewerkingen kunncn to sen, waarbij we, als we steeds 1“=-1 stellen,

wéér "getallen" van :ctze;fme type krijgen:

1°, Optelling (a+bi)+(c+did= a+c+(b+d)i,
2°. Aftrekking (a+bi)-(c+dil)= a-2+{b-d)1
3°. Vermenigvuldiginz (a+bi)({c+di)= ac+adi+bei+bdi®= (ac-bd)+{ad+be):.
49, )eling. Het berrlen van ﬁiﬁi beteent het zoeken van x4yi, dusda-

nig, dat (c+di){(x+pi -~+bi, of (cx-dy)+(dx+cy)i=a+bi, d.w.z. het
oplossen van cx-dy=a, dxrcy=b, Als nu ¢ en 4 niet beilde =0 zijn

1s ¢2+d%0 en heeft dit de oploscing x = §%i§% , ¥ = Ei:%% .
e+ e+

Het gpreekt -—-wzolf, dat dit alles geen enkele bewljskracht bezit:
het heeft alleen dz hi'-**~~be wagrde, dat we verwachten met uitdruk-
kingen van het type a+bl te luinmen volstaan, In een dergelijke symbo-
lische uitdrutking he~ft het plust-rzn vooralsnog in het geheel niet
de betekenis van eon crtolling nosk het symbool 1 van een ”getal”.
Voorlopig hebben we Jdus eigenliik alleen te maken met een paar (a,b)
van re€le getallen. 1i’ke paren zullen we nu voor de definitie
de definities van de hoofdbewcr-

ntsnoer kunnen dienen.
q

van complexe getall o
kKingen zal het bovens*aar . -nn als ric
Evenals 1in de cursus ar '=e I dulden we de verzameling der reé&lc
getallen aan met de letter [, Ve virmen nu de verzameling der geor-
dende paren (a,b) van e

€

ioad

crenven van T {dus ael™, bel ). We noemen tuc:
paren (a,b) en (c.d) dan en :lc~hts dan gelijk als a=c en b=d, Ter af-
kerting dulden we pa.en wel =22n met kleine Griekse letters.

We definifren nu van twee paren (a,b) en (c,d) een som (a,b)+(c. )
als volgt {a,b)+(c.d)= (a+c,b+3). De plustekens in het rechterlid be-
tekenen de bekernde optellingvan reéle getallen, De operatie bestaande
uit het vormen van de som van tWee paren noacmen we optelling, Hlervorr
gelden de volgende

e e e e ey ,.,q,
chappe
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(1.4) Voor ieder tweetal parcn « .. B geldt x+B=B+w .
Bewijs: Laat<x={nq,a2) en,ﬁx(bq,bg) zijn. Dan 1s m+;3n(aq+bﬁ,32+bg)

enl@+mxm{b1+aq,b2+a3). Dagr veor de redle getallen =

A1,a2,bq,b2 geldt

a1+b1=bﬂ+a1 eNn a,+b,=t,+2,, geldt au+p=+x.,
o e Lo &

(1.2) Voor ieder drietal paren x,sen 7 geldt o+(8+ v )=(+2 )+ 7.
Bewijs: Laat a.:;aq,az), ﬁSa{bq,bg) en 3-m(cq,c2) zijn, Dan 1is

o +(p +;r)=(aq,ag)+(bq+cq,b2+c2)=(aq+(b1+c4), ae+(b2+c2}) en (o +p )+ =
«(a1+bq,ae+b2)+(cq,c2}z((aq+b1)+c1,(a2+b2)+c2). Maar aq+(b1+cq)=

a(aq+b1)+c1 en ast(byte,)=(astb,)+e,, dus a+(pry)=(at+p)+ 7y,

(1.3) BiJ ieder tweetal parenaen & is een paar £ te vinden, zodat
X+ E =8,

Bewljs: Laat m:{aq,az) en ﬁ-m(bﬂ;bg) z1jn. Het paar g:(b1—aq,bg-82)
voldoet klaarblijkelljk,

De optelling van paren voldoet dus aan de op blz., an I 1 opge-
stelde eigenschappen A1,A2 en A3 en dus ook aan de daar uit deze eigen-
schappen afgelelde eigenschappen,

Zc 1s er één en slechts één paar "nul", dat we ter onderscheiding
van het re&le getal nul met w zullen aanduiden, zodat van leder paar o
geldt o +w = w+o = o . Klaarblijkelijk is w={(0,0). Verder is er bi]
leder tweetal paren o en » slechts één g met de in (1.3) verlangde
elgenschap «+ § = A . Deze £ wordt het verschil van £ en o« genoemd,
en A -« geschreven, De cperatie bestaande ult het vormen van een ver-
schil wordt aftrekking gencemd. Het verschil w -« nocemen we -o , EP
geldt dan, zoals we 21 hebben aangetoond:

(1.4%) (a,b)=(c,d)=(a-c,b-4),
(1.5) -(a,p)=(-a,-Dp).
Verder gelden de volgende regels (evenals in an I):
6) =(-a)= .
1.7) p-o=p+(-o),
(1.8) ~(«+p)=(-0)+(-p).

We defini¥ren nu voor twee paren (a,b) en (c,d) een product
(a,b)(c,d) als volgt (a,b)(c,d)=(ac~bd,ad+bec). De operatie bestaande
uit het vormen van hef product van twee paren noemen we vermenigvuldiging,
Hiervoor gelden de velgende eigenschappen:

(1.9) Voor ieder tweetal paren o« en B geldt op = Bo,

Bewijs: Laat m.:(aq,ag) en‘@=%b1,b2) zijn, Dan is «p =

=(aqbq-aeb2, aqb2+32b1) en @m:(b131~b2a2, b,as+b,a ), dus as= B,
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(1.10) Veor ieder drietal prren s, a en ¥y geldt a(sy)=(a)y .
Bewijs: Laat a=(a,,2,), ,ﬂm(b,},bg) en y=(c ,1,«”,3) zijn. Dan 1s

&

x(27)=(a q,v,?)( qu,}‘-hgﬁfg,b/.ﬁ.‘jg‘%?:zﬁq}::
O =n [ I o D a0 : - 1 O en L3 =
P e P L P P PP L e PLPCPRCPLIL RS PLPLPY (o)
\ M APN N T
= (ﬁqbq—aebzg,}bzmsb,‘; ENE
= SRt '.“‘ "“‘“y\s”‘ S | C -,\:r‘s W H ST 2 | ) b
(Aqbqeq=8050 =0 b oC =000 0,040 0 pma0bpe 40 Do +a b e, ), dus

a(py)=(epp) .
(1.11) Bij leder tweetal paren o en A&, waarvoor gu‘_ldt x#w, 1s een
paar § te vinden, zodat og = 8.

Bewljst Laat c\::(a,z,:a,;}) en ,»:%m(b,?b,:)) z1in. Wegens oo # w, 1s
2, "B, “ “
a,"+a,"# 0. Kiezen we

aqbq+ﬁmbﬁ a,«b,«—gﬁ@b1
{ [ o
a, +a, 8, +a.,
| & i <

(1.12) Voor ieder drietal paren a,sen ¥y geldt a(pa+ ¥ J=ap+ ay
Bewi is: Laatm:(.z,,a ,,5_\0,,1:\2) en 33(%:32) zijn. Dan is

— v Ve f ~ N0 e ) .y - ! ) ST oa )
a(pty)= (a,2,) (b re. bateg)=(ahara,c =2 byma,s0,,a,b0%8 Cotapb 48,0,
en oB +NY = (a”}b’]"q’;}_‘bf}’q’l\?*ﬁ

2.0 )42 0 ma 05,8 804050, )=
b ta,0,), dus a(p +¥ )= st oy,

Te vermenigvuldipging voldoet 1is aan de op blz. an I 3 opgestelde
elgenschappen AL,AS . AC _n A7. De dnar gemeakte gevolgtrekkingen zign
dus ock geldig.

Er is dus één en slechts één paar "één", dat we ter onderschei-
ding van het relle ge.al 1 met ¢ zullen aanduiden, zodat voor elk paar
o geldt we=to= oo, Klnarblijkelljk geldt £=(1,0). Verder 1s er bij
leder tweetal paren o en B, waarvoor geldt o £ w, slechts één g met
de in (1.11) verlangde efgenschap ag= 4. Deze E hect het guotiént
van A en o« en wordt g geschreven, e cperatle bestaande uit het vormern
van een quotiEnt werdt deling gencemd, Het quotiént f: schrijven we ook
Oi._ i..

Verder geldt (analcog met en I (1.10) t.e.m, (1.20)):

(1.13) Voor ieder drictal paren w,pen 7y geldt o (,’%-— )= a8 -~y .
(1.14) Veoor ileder paar « geldt wo=ows= w,

(1.15) Voor ieder drietal paren o,pen v geld' (a+s )y =ay +Ay en
(x -p)r =7~ p7 .

(1.16) Voor ieder tweetal paren o en g geldt (-« )p = ~xs, o~ )=
-xpgen (-a)(-p)=np.

(1.17) Voor ieder tweetal parer ~ er B, wacrvoor geldt ap= w, geldt
x=wol A=w{of beide),

i
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(1.18) Voor icder twectal paren o on B, waarvoor geldt afw en sfw,
geldt Gmﬁ)uqm YV al,

(1.19) Veor ieder twectal paren x c¢n
geldt («™1) M= x,(2)7 2,
(1.20) Voor ieder vicrtal paren a, A,y en §, waarvoor geldt s #w en
¢ £ w, geldt % -} = —E-L—

e
DA

A, waarvoor geldt x#w en sfw,

= & .

(1.21) Voor iedcr ;éav x , waarvoor geldt o ¥ w, geldt T =0 €D
t en

3 #

o

[ "
(1.22) Voor ieder drietal paren =, 2 ¢n ¥, waarvoor geld w
y £ w, g;cldt%—i:i:-m%.
(1.23) Voor iled:ur viertal paren x, 2, ¥y en &, waarvoor geldt ﬂ5¥au
en § £ w, geldt 3 + % = ﬁi%fﬁi .

Verder geldt nog, zoals onmiddellijk tc verifilren valt:

(1.2%) (0,1)(0,1)=(-1,0}.
(1.25) Voor ieder tweetal retle getallen a en b geldt (a,0)+(b,0){0,1)=
= (a,b).

Hiermee is de verzamellng van paren voorzien van de vier hoofdbe-
werkingen, waarbij san de lichasmseigenschappen (zie an I1§1) is vol-
dnan. Het verkregen .ystcem staat echter geheel los naast dat van de
rcle getallen en is er dus geen ultbreiding van, zoals we gewenst had-
den, Hieraan zullen we nu tegemoet komen, We beschouwen daartoe de pa-
ren (a,0) met willekeurige refle a. Hiervoor gelden de volgende eigen-

schappen (steeds voor willekeurige refle a en b):

(1.26) (2,9)=(v,0) geldt dan en slechts dan als a=b,
(1.27) {2,0)+{b,0)=(a+b,0).

(1.28) (2,0)-(v,0)=(a-t,0",

(1.29) (a,@)(b,o)z(ah,g).

(1.30) Als b£0, geldt ("”‘ = (3,0).

Uit deze elgenschappen volgt, dat met leder reBel getal a precies
één paar (a,0) correcepondzert en dat de vier hoofdbewerkingen op de
corresponderende paren cp preoings dezelfde wilijze ultgevoerd worden als
op de re¥le getallen zelf. We verwljderen nu ult de verzameling der
paren de paren van het type (2,0) en stellen er de overeenkomstige
re€le getallen voor in de plaats, De hoofdbewerkingen in deze nieuwe
verzamelling worden gedefiniecrd door eerst eventueel optredende redle
getallen door hun corresponderendc paren te vervangen, door vervolgens
de hoofdbewerking volgens de hierboven gegeven definities voor paren uit
te voeren en ten slotte, als eventueel in het resultaat een paar van
het type (2,0) te voorschijn komt, dit paar weer door het corresponde-
rende relle getal a2 te vervangen., Om b,v,. V§+(3,ﬂ) te bepalen, bepalen
we eerst (V2,0)+(3,1)=(V2+3,1) en we vinden V3+(3,1)=(V2+3,1). Om
(3,1)(6,2) te bepalen. benmlern - egerst (3,1)(6.2)=(16.n) en vervan en
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vervolgens (16,0) door 16; we vinden dus (3,1)(€,2)=16. De zo gedefini-
cerde hoofdbewerkingen stemmen veoor redle getallen op grond van (1.27)
t.e.m.(1.30) overeen met de bekende overeenkomstige hoofdbewerkingen
veor redle getallen, zodat hierin geen mogelijkheld tot verwarring be-
sloten ligt. Verder stemmen gelijkheld en ongelljkheld van retle getal-
len en correspondercende paren op grond van(1.26) met elkaar overeen.

De nu verkregen verzamellng noemt men de verzameling der complexe ge-
tallen, Deze bevat de verzameling der rele getallen als deelverzame-
ling.

Door de verwljdering van de paren (2,0) zijn ook de paren wen &
verdwenen en vervangen door 0 resp. 1. We kunnen nu het gebruik van
paren geheel overboord gooien als we het paar (0,1) aangeven met het
symbeol i. Op grond van (1.25) is dan iedecr paar (a2,b) met b £ 0 op
één en slechts één manier te schrijven in de vorm a+bi en leder redel
getal 2 in de vorm a+0i. Teder complex getal is dus op één en slechts
één wijze te schrijven in de vorm 2+bi met refle 2 en b, Ult (1.24)
volgt dan dat 1i=-1, We behoeven de complexe getallen nu ook niet
langer uitsluitend met Griekse letters te schrijven,

Het spreekt vanzelf, dat de tot nu toe afgelelde eigenschappen
van paren met enige voor dc hand liggende wijzigingen (zoals b.v. de
vervanging van w door 0 en van & door 1) ook gelden voor complexe
getallen,

Verder kunncn op geheel analoge wijze als in an I &4 is geschied
algemene sommen en preducten en mochten worden ingevoerd, In het bij-
zonder heeft men voor een complex getal a en ecen natuurlijk getal n,
dat a1=a,an+1=ana, en, voor a £ 0, a%=1, a I= jh' Voor n=1 is dit
laatste in overeenstemming met de manier waaro% wij a‘qvoov paren heb-
ben gedefinieerd. Er geldt dan een met an I (4.12) overeenkomende el-
genschap voor complexe getallen:

(1.31) Als 2 en b complexe getallen en p en q gehele getallen zijn, als
a £ 0enals b #£ 0, dan geldt:

aPaloaPta

(“p)qzﬂpq
4P . P
==
PP P

Als p en g natuurlljke getallen zijn, gelden deze betrekkingen
ook nog 2ls a=0 of b=0 (of beide) is.
Het bewljs gaat op geheel dezelfde wijze als voor re¥le getallen.
Machten met nlet-gehele exponenten zullen we pas later invoeren.
Als a=b+ci(b en ¢ redel) een willckeurig complex getal is, heet
b het re&le deel van a (geschreven Re a2 of WRa) en ¢ het imaginaire
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dcel van a (geschreven Im n of Un); dusn=Ra+l Ta. Als het re¥le

)
dcel van een complex getel gelijk is aan nul, hcet het complexe getal
zulver imeginsir, Verder heet A=b-ci dnn het tocgevoegd complexe (of
geeonjugeerd complexe) van o, Omdat blijkboar 248=2b en a-a=2c1, geldt:
(’”} ) @l?ﬂ;{{ﬂn‘"ﬁ).

(1.33) ‘;S,ri::;;T (n=q),

- .

Verder geldt, nls we steeds het tos

gevoegd complexe van een getal
aangeven door boven het symbool van dat getal een streep te zetten,
voor willekeurlige complexe getallen 2 en b

(1.34) FTF=a+5.

¥

(
(1.
(1

.35) FTB=7-5.
36) Aab="T,
)

37 )=

e

Als b # v, geldt (¢

1 |

Bewijs: Als a=c+id, b=e+if (c,d,e ¢n £ refel) geldt
arb=cre+i{d+T)=cte-1(d+f)=c-1id+(c~1if)=a+D. Verder geldt

Al=8c-ar+i(cl+de)=ce-df- *(;&rde =g-1id § ¢~1f)=3b, Tenslotte geldt, als
b £ 0, b%cﬂ, dus 3 = E(q) jug iw(F).

~

e’fol

Opgave 1, Als Qpsfgsenesdy €D 2 complexe getallen zijn, geldt

n n k
T - T
PR L. K

K=" W= O

Opgﬁva 2, Als 3, €n o, ugﬁ?lLXL getallen zijn, bepaal dan die complexe
len z, waarvoor geldt =z +ﬂqz+2q20 (m.o.w. bepaal de complexe wor-
A
tels van een vierkantsvergelijking met complexe co¥ffici&nten). Aan-
n

wijzing: teschouw eerst het geval 1,20,

Opgave 3. Bewljs, dnt een complex getnl dan en slechts dan retel is,

als het gellijk is aan zijn toegevoegd complexe. Bewljs, dat een com-
lex getal dan en slechts dan zulver imaginair is, als het het tegen-

stelde 18 van zljn toegevoegd complexe,

Opgave 4. Toon aan dat voor ieder

= He
e zullen nu een nmeetkundig der coi-
plexe getallen maken. We zullen van dit
meetkundige beeld vaak meetkundige illustraties wvan eige”331queh

van complexe getallen geven. Zelfs zullen we vaak voor begrippen
betreffende complexe getallen een meetkundige terminclozie gebruiken.
Dit alles slult het feit niet uit , dat we bij onze bewijzen in de
analyse nooit van meetkundige overwegingen gebruik zullen maken: we
behandelen de analyse geheel onafhankelijk wvan stellingen uit de meet-

kunde.



Als we dit voor ogen houden, is er geen enkel bezwaar tegen, ter
veraanschouwelijking aan begrippen en stellingen over complexe ge-
tallen een meetkundige interpretatie te geven (zie voor analoge op-
merkingen ook an I 20).

In het platte vlak voeren we, zoals in de analytische meetkunde
gebruikelijk is, twee onderling loodrechte codrdinaatassen in (X-as e
Y-as; snijpunt 0); ieder punt van het vlak is dan gekarakteriseerd
door een paar (x,y) re&le getallen, zijn codrdinaten genaamd. Ieder
complex getal z is op één en slechts één manier te schrijven in de
Vorm z = x+iy met X en y re&el; we voegen nu aan het getal z het punt
(x3¥) ven het pldatte vliak toe. Op deze wijze ontstaat een eeneendui-
dige betrekking tussen de complexe getallen en de puntenvan het plat-
te vlak. Als deze betrekking tot stand gebracht is, noemen we het
vlak het complexe vlak. Ve spreken dan wel kortheidshalve van "het
punt z" als we bedoelenhet punt dat overeenkomt met het complexe ge~
tal z" en kennen aan de punten bepaalde eigenschappen toe die de
corresponderende complexe getallen bezitten. Zo spreken we b.v. van
een reéel punt als het met het punt corresponderende complexe getal
re€el is. De X-as noemen we de re€le as, de Y-as de imaginaire as.

De reéle as is de verzameling van de re&le punten, de imaginaire as
van de zuiver imaginaire punten. De oorsprong is het punt O. In plaat:
van door een punt stellen we een complex getal z ook wel voor door

. een vector, dat is een gericht lijnstuk (een "pijl
beginnende in het punt O en eindigende in het

o] runt z.
Meetkundig komt het optellen van twee complexe getallen a en b
op het volgende neer. Verplaats de vector Ob evenwijdig met zichzelf,
dusdanig dat zijn beginpunt in het eindpunt van Oa komt te liggen;

_jatb zijn eindpunt is dan het punt a+b (vectorop-
3“”' / telling). Laat n.l. a = a1+ia2 en b = b1+ib2
q{q@"'f"""ga (a1,b1,a2 en b, regel) zijn, dan is a+b=(a1+b.
° B + i(aytb,y)s Het is nu meetkundig eenvoudig
Q4

in te zien, dat bovengenoemde constructie, toe¢
gepast op de punten (a1,a2) en(bq,bz) het punt (a,+b,, a2+b2) oplevert
In de figuur is het geval getekend dat de punten in het eerste kwadran
liggen; ook bij ligging in andere kwadrmten is de stelling echter
geldigs

Om de aftrekking meetkundig te interpreteren, interpreteren we
eerst het tegengestelde ~-a van een punt a. Als a = a.1+ia2 (a1 en a,
regel) is -a = -aj+i(—ag). Blijkbaar is de vector die -a voorstelt

L////»a even lang als en tegengesteld gericht met de
k////wo vector die a voorstelt. Om a-~b te vinden kunnen
o




we a en -b optellen. e
tratie van het feit dat

Jc hebben gezien,

zien dan een duildelijke necetkundige illus-
(&“k,+b = e
Interuretatic van vermenigwvuldiging cn deling
stellen we uit tot we over het begrip "hoek"
beschikken.
Qusave 5. Interpreteer de commutatieve elgen-—
schap van de optelling als een meetkundige
elgenschap van parallelogrammen.
dat de lichaamscigenschappen van retle getal-—

len voor complexe getallen bvehouden blijven. ‘e kunnen ons nu afvra-
gen in hoeverre dit ookvoarandere in de cursus analyse I behandelde

-

¢u\nschapycn het geval is. llet de ordeningseigenschappen (zie an I

§ 2) is dat niet het gevals het is niet mogelijk in de verzameling

der complexe getallen een ordening te definiéren, dusdanig dat aan

de voorwaarden B1

dit wel gelukt is. Dan

-1 =
D = 1+(
Hoewel het begrip absolute waarde van een re&el getal met be-

i2> O

&

en B2 van an I § 2 voldaan is. Stel namelijk dat

geldt ook de uit B1 en B2 afgeleide eigenschap
an I (2.4), die zegt dat uit a # O vclgt a
Verder is =1 £ 0, dus 1 = (=1)%>
-1) > 0, hetgeen een teﬂenstrlidl heid is.

J T‘Q

>0, Nu is 1 £ 0, dus
Cs Uit B2 volgt dan

hulp van de ordening gedefinieerd is, is het toch mogelijk dit begrip
voor cecmplexe getallen zo te definiéren, dat het overeenkomstige

elgenschappen bez

wan

it als
ftallen met de oude

bij re€le getallen en dat het voor re&le ge-

definitie overcenstemt. Ve zullen de definitie
fal zo geven dat dit getal meetiundig de afstand van het punt a
tot de

oorsprong (of met andere woorden de lengte van de vector 0a)

voorstelt. Nu 1s de afstand van het punt (a1,aq} tot de oorsprong

gelijk aan aq + a2

f
\By

We merken nu eerst

op, dat voor icder complex getal a = a1+ia2
2, 2

- P J—
en a, retel) geldt dat aa = ayta; , dus dat aa cen refel getal 20

is, dat den en slechts dan = 0 is, als a = 0. Het heeft dus zin om

over

m;ctkundlge interpretatie.

Voor

V aa te spreken.

g

icder complex getal a definiéren we nu lal = Al

Deze definitie levert in de eerste plaats de hierboven gegeven

Verder is de dcfinitie voor re&le getallen

Z

in overee xstommlng met de vroeger gegeven definitie. Immers als a
(S

edel 1

/
, isa=aen lal = Va

dewezs lal = a als a 2 0 en |a| =

= -3 als a<0 (zie an I § 7). Er gclden nu de volgende eigenschappen

(1.38) Voor ieder

lal = 0, als a = 0.

Bewiljss Het
(1.39) Voor ieder

Bewijs:

complex getal a geldt j1alZ O en dan en slechts dan

volgt uit de hierboven gemaakte opmerkingen over aa.
gwoutal complexe getallun a en b geldt labl=lal lbl.
labl® = ab &b = asbh = lal® |b

12 , dus f{abl= lal Ibl.
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(1+40) Voor ieder twectal complexe getallen a cn b geldt latbl = aj -+
+1bl  (driehocksongcliikheid).
Alvorens (1.40) to tewijzen geven wij er ccn meetkundige inter-—

pretatie van. Bij de mecthundige constructie van a+b ontstaat cen

driehock waarvan de zijden lengtenijal , bl en
a+b ja+b| hcebben. Nu komt (1.40) overecen met de

meetkundige stelling dat een zijde van cen
drichock kleiner is dan de som van de twee an-

dere zijden. Dat in (1+40) & staat inplaats
vah < kont omdat de driehoek ook kan "ontsar-

5

den' tot ecn lijnvormige figuurs De benaming
| "drichoeksongelijkheid” is daarmee ook ver-

i/a+b klaards
§ a " - .
Daar we gecn berocep willen doen op meetkundige

stellingen geven we nu een analytisch bewi]
van (1.40 R
BﬁW13¢. J (ab) is cen refel getal duﬁ -4(J(a@3\2 = 0,das (2idab) %
@duS(ﬁb“&b\ 20, dus (af-ab) "( ,dus \ab+ab) . 4agbb, dus ab+abs2lal Ibl
(immers het rechterlid is de v1erﬁantswortel van het rechterlid wvan
de vorige uitdrukking; ook als het linkerlid negatief zou zijn geldt
de ongelijkheid), dus aa+bb+ab+ab S aaTbb¢>|a§lb}, dus (a+b)(a+d) =
(!a&+!bi}2 dus ia+b12 s (lal +1bl) , dus la+bl=tal +1bf.
De volgende stelling geeft aan onder welke omstandigheden in
(1.40) het gelijkteken geldt
(1.41) Voor twee complexe gotallen

6]

a en b geldt la+bl =ial +{b] dan

en slcehts dan als ab refel en 2 0 is.

Bewijs: Als ab refel en 2 0 is, is ab+ab = 2R(ab) 2 0 en J (a¥)=
= 0. Het bewijs van (1.40) kan nu met gelijktekens herhaald worden.
Als omgekeerd gegeven is Ja+bl = lal+|bl kan het bewijs van (1.40)
met gelijktekens van achteren naar voren gelezen worden. In de eerste
plaats levert dit J (ab) = O, in dc tweede plaats volgt uit ab+ab =
= 2lal Ibl, dat ab+ab Z O, dus R (ab)z0. Dus ab is re&el en = O.

We kunnen de voorwaarde van (1-4?kmkmmg:m een andere vorm bren-
gene Als b = 0, is ab redel en 20. Als b £ O en ab rebel en 2 0, dan

: T s ) & ‘1: ~
is b redel en >0, dus %}: ?F refel en 8 U, dus a = Ab met redle X 0.

Als omgekeerd b £Z 0 en a = Ab met reéle A 20, is ab = A LD redel en
2 0. Hicrmee hebben we dus gevonden:

(1.42) Voor twee complexe getallen a en b geldt ja+bl = tal+ Ib] dan
en slechts dan als b = 0 of als a = Ab met reéle A =0.

| b Meet§gnaig is als b # 0 en A redel en 30, het
l/’g////” punt Ben punt gelegen op de halve lijn met begin-

punt © gaande door Db.
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Meetkundig geeft (1.42) dus juist, dat de drichocksongelijkheid een
gelijkheid wordt als de drichock op de wijze ontaardt als hierboven
al was aangegeven.

We definitren nu de aistand van twee complexe getallen a en b
als | t-a |

Deze afstandsdcfinitie voldoet aan de axioma's van een metrische
ruimte (zie an I § 16). Het axionma @x\ volgt uit (1.38), het axioma
(f) volgt uit {a=d| =1 (~1)(v-a) | = [~11lv-2 %k»ahheﬁaxiovmﬂ % ) volgt
uit (1.40). De complexe getallen vormen dus een metrische ruimte.

We merken nog op dat de afstandsdefinitie ook overeenkomt met
het gewone begrip afstand in de meetkunde. Immers als & = a?+ia2 en
b = b,+ib, (aq,nq,a en b, redel) is | b-a | = }{bj~a1)+i(b2—a2}i =

NJ(b -a, +\bq—32 en dit is juist de meetkundige afstand van de
punten \a1, ~) en (b bg).

De toevoeglnz dle we tot stand gebracht hebben tussen de com-
rlexe getallen en de punten van het platte vlak berust op het feit
dat er een eeneenduidige toevoeging bestaat tussen de complexe getal-
len a = a1+ia2 en de paren (aq,ag) van reéle getallen, d.w.z. tussen
de complexe getallen en de punten van de tweedimensionale Euclidische
ruimte E2 (zie an I 51, voorbeeld II); bij deze tcevoeging stemt de
afstandsdefinitie ook overeen. Deze toevoeging heeft nu echter niets
meetkundigs meer en het is dan ook volkomen geoorloofd om de in de
cursus analyse I vocor Eg afgeleide eigensohapren op cowmplexe getallen
toe te passen. Zo hadden we ons eigenlijk het bewijs van (1.40) wel
kunnen besparen, omdat (1.4C) direct af te leiden is uit de geldig-
heid van axioma (“g) in E, (zie an I 52)« Ye zullen in de toekomst
van deze toevoeging nog gébruik maken.

LN '\

e zullen nu nog enige bvegrippen voor complexe getallen invoe-
ren, die we meetkundige nawmen zullen geven. Dat deze begrippen met
de overeenkomstige meetkundige begrippen in het complexe vlak over-
eenstemmen, zal, mede in verband met hierboven behandelde, duidelijk
zijns

We definiéren dat het complexe getal ¢ tussen de complexe ge-
tallen a en b ligt, als geldt |b-a |= |c-a|+|b-c]|.

Hierbij wvalt op te merken dat dit een begrip tussen in de ruime
zin is: tot de punten die tussen a en b liggen behoren a en b zelf.
Verder geldt dat als ¢ tussen a en b ligt, ¢ ook tussen b en a ligt.
(1.43) Het complexe getal ¢ ligt dan en slechts dan tussen de complexe
getallen a en b als er een reéel getal X bestaat, zodat ¢ = (1= A)a+
+ Ab en 0% A = 1,

Bewijs: Stel eerst dat | b-al= |c-a | +|b-c|. Als ¢ = a, geldt

(1= Ada+ Ab met A= 0; als ¢ # a, dan is, volgens (1.42), %fgz/L
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1 1
redel en 20, Hieruit volzgt ¢ = ~== a+ -—= b, stellen we A= -~==% ,
- AL A o
' ", - T — P : T
dan i3 A >0 en 1= A= :fnvi O, dus AN 2 1 en ¢ = (1- Ada+ Ab. Stel
AT .
on = (1=~ +)a+ +b, en 0 = A = 1, dan i=

b=a). 413 A= C is ¢ = a en als a = b,
iz | t=-al = | c~al+ b=cl. Als A £ O en

0, dus, wederom velgens (1.42),

Voor  reéle getallen komt het begrip tussen covereen met het be-

ip tussen, dat terust op de ordening der reéle getallen.

We drucken dit uit in de volgende stelling.

1.44) Als a en b reéle getallen zijn en als aZ%b, dan ligt het com-

s

dan en slechts dan tussen a en b als ¢ refel 1s en

en t complexe getallen zijn en a # © definiéren we he
5 de verzaweling van de complexe getallen z tussen a

1ijn ab als de verzameling der complexe getallen z, waar-
z tussen a en b ligt of b tussen a en z ligt en de
als de verzameling der complexe getallen, waarvoor
tussen a en b ligt of b tussen a en z ligt of a tussen z

.de rechte lijn) ab hetzeli-

resp.de 1lijn) ba, maar dat
ijn ab nict dezelfde 13 als de halve 1lijn ba.
t

(1445) Het complexe getal z behoort dan en slechts dan tot de halve

1l2in ab als er een redfel getal A testaat, zodat z = (1- Ada+ Ab en
.

cE A v

Bewijs: ©Stel dat z btehoort tot de halve 1ijp abe. Als z tussen
el getal A zodat z = - Xa+ Ab en 0 Asq,
is er en redel gctal w zodat b=(1- M)a + wz

b
F
u
5’
ja
o
W
E)./
By
s
S
o]
3
s
H
i.J
m
o+
b

an 0% &1, Hu is w# O, want w= O impliceert b = a, hetgeen uitge-
sloten is. Dus geldt z = ﬂfg-a+ ﬁ b.5tellen we A= %l’ dan is 1 5 A
e 1= A _-53}{ , dus 2z = (1= A)a+r Ab. Stel nu ongekeerd, dat gegeven
im z = (1= AJar Ab en o = A. Als X 1, ligt z tussen a en D. Als P
18 D :~L§L a+ iz. Stellen we v = % y dan is Ot en 1= n = ﬁ%?-,

wus brssen a en z.
(1.46) Het complexe getal z behoort dan ensdlechts dan tot de rechte
Lijn ab als er een refel getal A bestaat, zodat z = (1- Ada+ Ab.
Opgave Te. Bewijs (1.46).

Stelling (1.46) levert een parametervoorstelling van de rechte
lijn ab met een reEle parameter A . Vergelijk ook am I 6.
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Als a ecn complex getal is en r een refel getal r >0, definiéren
we de cirkel (resp.de gesloten cirkelschijf en de open cirkelschiif)
met middelpunt a en straal r als de verzameling der complexe getallen

z waarvoor geldt jz-ai = r (resp.{z-al Sr en |z-al<r).
Een verzaumeling V van complexe getallen hcet gonvex als uit
z1€;V, Zn €V en z tussen Zyoen oz, volgt z €V + Anders ultgedrukt:

‘ cen verzameling V heet convex als hij met
ieder twectal getallen ook het verbindende
lijnstuk bevat, Het in de figuur hiernaast
gearccerde gebied 1s dus niet convex.

Ongave 8. Bewijs dat de volgende verzamelingen convex zijn: de ver-
zameling van alle complexe getallen, een lijnstuk, een halve lijn,
cen rechte lijn, een gesloten cirkelschijf, een open cirkelschijf.
Opgave Qs Bewijs dat de open eirkelschijven met middelpunt a dezelfde
zijn als de omgevingen van a in de metrische ruimte der complexe
getallen (zie an I 53).
Opzave 10. Bewijs dat de volgende verzamelingen gesloten zijn in de me-
trische ruimte der complexe getallen: lijnstukken, halve lijnen,
rechte lijnen, cirkels, gesloten cirkelschijven.
Opzave 11. Bewijs dat | een rechte lijn is .
(1.47) Als c op de halve lijn ab ligt en ¢ # a is de halve lijn ac
dezelfde als de halve 1lijn ab.

Bewiis:s Er is een redel getal A >0 waarvoor geldt ¢ = (1- A)a+
+ Abs Stel nu dat
tal w20, zodat z = (1- w)a+ me, dus z = (1= M)a+ M (1= A)a+r pAb =
= (1= wA)a+ wmAb en ma 20, dus z ligt op de halve lijn ab. Stel

&3

op de halve 1lijn ac ligt dan is er een reéel ge-

omgekeerd dat z op de halve lijn ab ligt, dan is er een redel getal
e i v . A."“ 1
¢" 20, zodat z = (1-C¢)a+ sb. Verder is b = Azl a+ = ¢y, dus z =
o A=1) & Q. z 8 j
(1~ ¢ )a+ =5 at %= ¢ = (1= ‘»R‘-)a-.h %~ ¢ en %%~ 20, dus z ligt op de
halve lijn ac.
(1.48) Als ¢ en d op de rechte lijn ab liggen en c# 4, dan is de rech~
te 1ijn cd dezelfde als de rechte lijn ab.

Opgave 12. Bewijs (1.48).

We lassen nu een meetkundige beschouwing in. In de meetkunde
kennen we bewegingen, dat zijn zekere transformaties van het platte
vlak in zichzelf. Ze hebben de eigenschap dat afstanden behouden
blijven, d.w.z. als a en b twee punten zijn, die door een beweging
in c resp. d overgaan, is de afstand van c¢ tot d gelijk aan de af-
stand van a tot b. We beperken ons tot eigenlijke bewegingen, waar-
bij het platte vlak in zichzelf bewogen wordt, in tegenstelling tot
oneigenlijke bewegingen, waarbij het vlak in de ruimte omgeklapt wordt
(b.v.een draaiing van het vilak over 180° in de ruimte om een as die in
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het vlak is gelegen, Als we over bewegingen spreken bedoelen we eigen-
lijke bewegingen, Voor bewegingen geldt het volgende: nls a,b,c en d
vier punten van het vink ziin en |b-n| = jd-c| # O, 18 er één en slechts
één beweging die o in ¢ en b in d overvoert, In het bijzonder is dit
voor a=c, b=d, néb alleen de identieke transformatie, d.1. de transfor-
matie die leder punt in zlich zelf ~fbeeldt. Fen bijzonder geval van een
bewegling 1is een verschuiving of translatie die ileder punt in een vaste
richting over een vaste afstand verschulft, Het is duldelijk dat in het
cumplexe vliak een tronslatie Uz wordt voorgesteld door Uz=z+a met vaste
a,

Na deze meetkundige beschouwingen keren we terug tot de complexe
getallen, We beschouwen transformaties van complexe getallen, dat zijn
2fbeeldingen Uz dle 2an ieder complex getnl z een complex getal Uz toe-
-voegen, We beperken ons nu teot die transformaties, dle de eigenschap

nebben, dat voor ieder tweetal complexe getallen Z, €N 2, geldt

{JZQ—UZ1{ = 522'311 . Neem eens zo'n transformatle en stel UO=a, Ul=b,
don is |b-a} = |U1-v0! = }1-0| = 1, dus (B-7)(b-2)=1. Definieer nu de
transformatie Vz = ( )(L? ﬂ), dan is V0=0 en V1=1; voor willekeurige

z, en z, geldt |Vz,- 1{ )(Uzg—Uz,‘)E = izg~qu . Voor willekeu-
rige z geldt dus |Vvz| = | u-o | =lvz-vo| =]z-0] = | 2| en |Vz-1]| =|vz-v1|=

=lz-1] . Noem ter =2fkerting V2=u, don is ul=2z en (u-1)(U-1)=(2-1)(%-1).
Schrijven we dit l=atste uit en gebruiken we ul=2zz, dan vinden we u+u=
=z+z. Dan is (u-z)(u-Z)= ue-(zéf) u+zE:u2-(u%E)u+uE=O, dus u=z of u=z,
dus voor iledere z geldt Vz=z of Vz=z. We onderschelden nu twee gevallen:

19, Vi=i. Stel een getnl Z4, WARTVOOD reldt quwzq, dan is i51¢il
= vz —Ki\ = |z —11 dus (Z,-1)(z+1)=(z,-1)(Z,+1), dus 2i(z,-2,)=0,
dus Z4=Z4. Voor iedere z geldt dus Vz=z,

~©, Vi=-1, Stel een getol Z5, Waarvoor geldt Vz Zp=Zg, dan is }zz+i}

= EVzE-Zi) zo-1] , dus (a2+l)( -i)=(z5-1)(Z,+1), dus 21(z5-2,)=0,
dus 25225, Voor ledere z geldt dus Vz=2,

Uit vz=(T-7)(Uz-2) volgt (b-a)Vz=Uz-a, dus Uz=(b-2)Vz+a., Daar nu
zeldt Vz=z voor alle z of Vz=Z voor alle z, geldt ook Uz=(b-a)z+a voor
nlle z of Uz=(b-a)zZ+a voor alle z, Daar |b-2] =1 is Uz dus te schrijven
in de vorm Uz=uz+v of in de vorm Uz=uz+v in beide gevallen met [u| =1.

Nemen we omgekeerd een troansformatie Uz=uz+v met constante u en v
en jul =1, dan is |Uz,-Uz,| = |u(zy-z,)| = | 2,-2,] voor willekeurige
z, en z,. Hlermee hebben we de volgende stelling bewezen,

(1.49) De transformaties Uz van complexe getallen, waarvoor geldt
§U22~Uqu = &22~zqi voor willekeurige complexe getallen Z, €N Zo, zijn
die en slechts die transformaties, die te schrijven zijn in de gedaante
Uz=uz+v of Uz=uz+v met willekeurige constante u en v en [ul =1.
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Een tronsformatie Uz=uzZ+v met lul =1 correspondeert niet met een
beweging. Stel n,l. dot dit wel zo is, dan correspondeert de transfor-
matie Wz=Uz-v ook met een beweging, Er geldt Wz=uz, Nu is W0=0; voor
u=1 geldt W1i=1 en voor u#é1 geldt W{i(4-u))=u(-1{1-U)=-iu+i=1{1-u). In
jeder geval zijn er dus twee verschlllende punten die in zich zelf
overgaan, Dus is Wz de identieke transformatie; voor u=1 geeft dit voor
z=1 en voor ufl geeft dit voor z=1 een tegenstrijdigheid., Dus 1is
Uz=uZ+v geen teweging. Verder geldt voor leder tweetal complexe getal-
len u eh v met Jul =1, dat er een beweging bestaat die O inv en 1 in

u+v overvoert, want fu+sv-vi = lul =1= [1-0]£0. Op grond van hetgeen we
hebben gevonden moet deze bewegling Uz 1n de gedaante Uz:u,]zwq met
(uqi = 1 te schrijven zijn. Ult U0=v en Ul=u+v volgt dan direct u,=u en

V4=V, Dus correspondeert mit iedere transformatie Uz=uz+v megt con-
stante u en v en lul =1 een beweging., Uit deze beschouwingen volgt; dat
de veolgende definities een passende meetkundige betekenis hebben.

We definifren een beweging als een transformatie Uz van de verza-
meling der complexe getallen die te schrijven is in de gedaante
Uz=uz+v met constante u en v en ju| =1,

We definitren een translatie als een transformatle Uz van de ver-
zameling der complexe getallen, die te schrijven is in de gedaante
Uz=z+v met constante v,

Uit (1.49) volgt dan
(1.50) Voor een beweging Uz geldt 1U22~Uzq§ = 122—21{ voor willekeurige
2, €n 2z,

We merken nog op dot de transformatles Uz=uzZ+v met lu|=1 correspon-
deren met de oneigenlijke bewegingen, We zullen hiervan echter geen ge-
brulk moken en gaan er da2aarom ook niet op in,

We definiEren een dekpunt van een transformatie van de verzameling
der complexe getallen als een punt dat door de transformatie in zich
zelf wordt overgevoerd,

Oprgave 13. Stel een onderzoek in naar de dekpunten van bewegingen,
Opgave 14, Bewijs de volgende beweringen over een transformatie

Jz=UuzZ+v met constante u en v en jul =1:

1°, 11s U minstens één dekpunt heeft, geldt v=-uv;
2%, Als v=-uV heeft U minstens één dekpunt (Aanwizing: voor u=1 is
en voor u#1 is Wgﬁ een dekpunt);

30. Als v=-uv is de verzomeling van de dekpunten van U een rechte lijn
(Aanwljzing: 2ls ¢ een dekpunt is, is voor u=1 ook c+1 en voor uf1 ook
c+i{1-u) een dekpunt).

Als a,b en ¢ complexe getallen ziin, waarvoor geldt a#b en asfc,
noemen we het stelsel van de twee halve lijnen ab en ac de hoek (ab,ac).
De hoeken (ab,ac) en (de,df) heten even groot als er een beweging be-

nile
<
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staat die de halve 1ijn 2b in de hnlve lljn de en de halve 1lijn ac In
de halve.lijn 4f overveoert,

In de meetkunde wordt aan ledere hoek ecen retel getal toegevoegd,
dat de hoekmaat (of ook wel dc grootte) van de hoek wordt gencemd;
hierblj is voldaan 2an de volgende elsen:
ﬁo. de hoekmaten van twee hoeken zijin dan en slechts dan gelijk als de
hoeken even greot zijn,
2°, als a,b,c en d punten zijn, woarvoor geldt afb, afc en agd, dan is
de hoekmaat van de hoek (a2d,ab) de som van de hoelmaten van de hoek
(nc,ab) en van de hoek (ad,ac).

Op het probleem van de bepaling van een hoekmaat komen we later
nog terug,

§ 2, Limieten in de complexe getallen,

We behandelen limieten in complexe getallen met behulp van de in
& 1 besproken afbeelding van de complexe getallen op de Euclidische

analyse I zijn behandeld.

Een rij 31,32,...complcxe getallen heet een fundamentaalrij als
bij leder positief redel getal & een natuurlijk getal N te vinden is
zodat ult n>N en m> N volgt inn-nm{<-e.

Een rij aq,nz,...complexe getallen heet convergent met limiet =

(1im anna) als bij ieder positief redel getal ¢ een natuurlijk getal
n - oo
N te vinden is, zodat uit n>N volgt !s»ﬂn]< €.

Een rij aq,ﬁg,...complexe getnllen heet begrensd a2ls er een re&c’
getal K bestant, zodat {anl = K voor 2lle n,
Er gelden de volgende stellirgen:

(2.1) Een convergente rij complexe getallen heeft slechts één limiet.
Bewijs: Zie an I 60.

(2.2) Een rij complexe getallen is dan en slechts dan convergent als
hij een fundamentaalrij is (m,n,w, de metrische ruimte der complexe ge-
tallen is volledig),

Bewljs: Zie an I 57.

(2.3) Een convergente rij is begrensd.

Bewljs: Laat de rij 91,32,...conv6rgent zijn met limiet a, Dan 1is
er een N zodat voor n»>N geldt %an~ai< 1. De getallen iaqi, 1321:---:53M
hebben een grootste; noem deze A, Laat K de grootste der twee getallen
fal +1 en A zijn, dan geldt }anig K voor alle n; immers voor n=N volgt
dit uit (o [= A<K en voor n>N uit tagl= la -a+al = |2 -2 +laf <lal +1 5K,

Als 845855000 €N rij complexe getallen is en ﬂnmbn+icn met re&le
bn en ¢, dan heet de rij bq,bg,... de rij der reéle delen van de rij
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Bqs Opre.s €N de rij c,, Coyans de rij der imaginnire delen van de rij
ﬁq, 32,....
(2,4) Een rij complexe getnllen is dnn en slechts dan convergent, 21s
de rijen der re¥le delen en der imaginnire delen von de gegeven rij con-
vergent zijn, Bovendien geldt nls de limlet von de gegeven rij 2 1s ep
de limiet von de rij der rele (resp. imaginnire) delen b (resp.c),
a=b+le,

Rewiljs: Geheel ~nnloog met het bewijs van de stelling onderaan
~n I 62.
(2.5) £ls de rijen complexe getallen "4 Tosees€D bﬂ, b2"" convergent

zijn met limieten o resp., b don is de rl] M1+bq, a2+b2,... (resp.aﬂ—bq,

mz—bg,... en n,b,, ‘q,...) convergent met 11 1iet ﬂ+Eo(resp.a-b en nt).
Als bovendien b#£0 en o, %C voor 2lle n is de rij E" 5~,... convergent

met limlet < .

Bewljs: Lont o = ¢ + 1 4 D =e + 17T a=1c¢ + 41 denb=e+il

n n n? “n n n’
zijn met redle Cs ip, € s fn, c,d,e en f, Dan is op grond van (2.4 %szﬂ
lim d =d, 1lim e ~L, Ei: Ty=f. Verder geldt a +b_ (c te, J+u{d _+f ),
nes oo D N e n Se. D n oo
1im (c +e )= c+e en 11* (d L )= d+f, Dan is op grond van (2.4)
Nezco n Doy e
1im (an+bn)=(o+e) - (dwf): a+b, Annloog behandelt men het verschil,
N =

product en quotiént,

(2.6) Als %49 %p,e.. €en convergente rij complexe getallen is met limiet
oot

0 en bq, bg,... is een begrensde rij complexe getallen, dan is de rij

24 b1,32 bE"" convergent met limiet 0,

Bewijs: Er is een re€el getol K, zodat {bnié K voor nlle K., Hier-
ult velgt dat K30, dus K+1 >0 is, Bij iedere re¥le &£ >0 is een N te
vinden zo d“t Voor n ,N geldt !ﬁn‘<:A£ ; voor zulke n geldt dan ook

‘ i i , ,
2 b | = xa ) Dus lim )
2pCni = 18y i‘ ? < &. Dus lim 2,b,=C.

] I 3wy [ e €Y 3 ¥ ) o g 'y i b ‘:
(2.7) “lsﬁ&g%nﬁn”l’ dan is |2,],|a Wé,... convergent met limiet | al,

Bewljs: Dit volgt uit ]gu%-ivﬂg ju-v|; deze ongelijkheid is geldig
voor willekeurige complexe u en v, hetgeen op analoge wijze wordt bewe-
zen nls voor re¥le getallen (zie an I (7.6)).

Tenslotte merken we nog op dat de ondersan an I 60 voor metrische
ruimten bewezen stelling uiteraard ook geldt voor complexe getallen. In
het bijzonder geldt dus dat een rij, die ontstoat door verschikking van
een convergente rij, convergent is met dezelfde limiet, dat een deelri]
van een convergente rij convergent is met dezelfde limiet en dat een
rij, die ontstaat door in een convergente rij op willekeurige plaatsen

een eindig aantal elementen in te lassen, convergent is met dezelfde
limiet,
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Cpgave 15. f1s de rlj 7,, 2,,... cOnVergent 1s en alle n liggen op het-
] e

zelfde lijnstuk, d2n ligt de limlet ook op dnt 11jnstuk,

%3. Oneindige reeksecn,

Als B4s Tpses. QD rlj complexe getollen 1s, vormen we de rlj 1A,Ag,-..
[,

0 o }

gedefinieerd doov ko= Z'FWC We noemen de rifj An de reeks % G De 2,

S
e

=
heten de termen van de reeks, de ﬁn de partifle sommen, Als de rij An
convergesrt met limlet [, zeggen we dat de reeks % 2 convergeert met
(=]
de som A. We schrijven dan ook A = g S Dus geldt =
n N= k=1

= 1im E: e Eigenlijk is de theorie van de reeksen dus in wezen geen
N oo k=

nieuwe theorie, doar deze op die der rijen (n.l. die der parti¥le som-
men) terug te brengen is. Omgekeerd 1s echter ook de theorie der con-
vergente rijen nls een speciaal geval van de theorie der reeksen op te
vatten; iedere rij is n.l.

akm

(9]

ok als rij der parti€le sommen van eéen
recks op te vatten., Als n,l. een rif "5 Dps... BEBEVED is defini¥ren
we een rij Ugs Upyons als volgt:

u

it

-3

o
A

1

n
en u =a -2 . voor ny1, dan is U =u,=n, en UH:RE% u =u, +
4

n n-

) n
=2 G, =0 = 0 a, - a,=0_ VOOr Y 1, dus o i3
F 2 Wt 2 k1= 2902 Ak kz,_q =0p voor B 3T, n 18
- - feee-d

Juist de rilj der partifle sommen van Uy e Het eigen karakter van de
theorie van de oneindige reeksen ontstaat, doordat we nu kwestles samen-
hangende met convergentie in verband brengen met de termen van de reeks
en niet met de parti&le scmmen,

Wat de notatie betrelt,zullen-we.zonls hberboven ook 2l is seosehicd,
zoveel mogelijk vasthouden =an de conventie om de elementen en de par-
ti€le sommen van eenzelfde reeks met corresponderende klelne letters
en hoofdletters te schrijven,

Uit de definitle volgt direct dnt een ravls;Z: convergent is mct

som A als big ledere reéle € >0 cen N te vinden 18 Ludat voor n >N
geldt 7&~‘4% ﬁk}<_g Maar op grcnd van (2.2) is een reeks ook dan en
K=

slechts dan convergent als de parti&le sommen cen fundamentaalrij
vormen, d.w.z. als blj iedepre rekle £30 een N te vinden is zodat voor
m>N, n>N geldti

K=

P4s

a, {.¢. Is num>sn (het geval m=n kan
£ K <&

buiten beschouwing blijven omdat de verlangde betrek%ing d%n altijd

geldt), dan is m=n+p met een natuurlijk getal p en'zgﬁak= +
k_..

a
=1 K
+ Ao Hieruit volgt:

k=n+"1
(3.1) Een reeksjian is dan en slechts dan convergent als bij iedere
n
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re¥le £ >0 een N te vinden 1s zodnt voor n >N e¢n willekeurige natuur-
1ijke p geldt, <§i9

{
P el
e K|

Hot prettisze van (3.1) is, dot men de som van de reeks niet behoeft

o L

te kennen om de canvergentie te bewljzon,

Hieruit volgt dnt ~n~loog 21s bij rijen de begintermen er voor de
convergentie nicts toe docn, D2t is nict zo vanzelfsprekend als het
11ikt; men bedenke slechts dot 21s men b,v, de ecrste term van een
rceks verandert, hierdoor nlle partifile sommen veranderen, Er i3 dan
ook een belengrijk verschil met rijen: biJ verondering van cen eindig
anntal termen von cen convergente reeks bliift weliswnar de convergen-

tie bewnard, monr kor de som veranderen, We hebben dus gevonden:

(3.2) 51s men in een convergente rceks een eindig nantal termen veran-
dert, is de ver~indcrde reeks ook convergent, marar de som kan een andere
zljn dan die v:n de corspronkelljke reeks.
\ {
Neemt men in (3.1) p=1 dan kom* er ﬂm+q§<€; dus veor n > N+1 is

P2 Hieruit volgt:

A

(3.3) Als d¢ recks Z.n, convergeert, geldt lim a =O0.

n 1 N Seo 0
Het omgekeerde van (3.3) geldt niet, zomls we spoedig zullen zicn,
Men begint een rceks in plﬁvtg’vwn met de“index 1 ook wel met veon
ander geheel ~eta2l en definieert %i 2= 1rn'§i e als deze limiet oo
=M 0= eoeam

staat. Uit (3.1) volgt weer, d2t het geon invloed op de convergentic
heeft met welke index we beginnen. Verder geldt voor p

<Qq $n ook

S A= S oa+ 1. . Hieruit volgt:
& k : - ‘E“*. P LI G- G VAN Vil e

g gehele geteollen zijn, waarvoor p<g geldt, dan bestnon

¢
=2
2 en 2 7 belde wel of beide niet en ols beide wel bestaan geldt

0
f’“ek:: ‘9K+ Z I_‘:V.

k=1 k=p k=g

e

We formuleren onze stellingen meestal voor recksen die met de in” —
1 reginnen; het 1s dan ecnvoudig de overcenkomstige stellingen voor
recksen met willekeurige begirmindeéx hieruit nf te leiden, Als we geen
beginindex noemen, is deze 1,

De volgende stelling drukt uit dnt we de termen van een reeks in
groepjes bij elkaar mogen nemen zonder dat dit a2an de convergentie en
de som van de reeks iets verandert.

(3.5) Als de reeks zian convergeert, als m,, m,,... een stijgende rij
n

natuurlijke getallen 1is en 2ls de rij bq, bE”" gedefinieerd wordt door
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m m
1 -0 et
qu ;r fy, e b= > ., voor n >»1, doan is de reeks jz_bn convergent
= ¢ R - s
== =T +4 n
k=" k I
met dezelfde som 21s /2 2 .
n
m m n
N 1 N n N
) — e —
o E 1 » ke — N - - e oo u
Bewijs: By= Z = ,Z~ it L ,_>~«-—-----; k Z oy AY“N
n="1 k=" n=2 K= +1 =
11
De rij der portitle sommen von _bn is dus een deelrij van de rij der
~rtidle sommen vwn:fjulem conVergeert dus met dezelfde limiet.
n 4
Het omgekeerde van (3.5) geldt niet. Zo is de reeks;E:O convergent,
v n
mnar de reeks Ei(—i)“ niet en toch ontstnat uit de laoatste reeks, als
n

we groepjes van twee termen bij elkaar nemen {mnzen) de eerste reeks,
Men mag dus geen termen "splitsen”.

Een reeks dle nilet convergent is, heet divergent, Als de termen
van de reeks vreérl zijn, zijn de porti¥le sommen ook re¥el; het kon dan
sebeuren dat de limlet von de portitle sommen + oo 0f - ools., Men zegt
dan dat de reeks eigenlijk divergent is met som + oo(resp.-ox).

(3.6) (Convergentiecriterium voor reeksen met reéle niet-negatieve ter-
men) .

~1ls de termen van cen reeks refel enpg 0 zijn, dar '~ de reeks convergent

.y Y

of eigenlijk divergent met som + coen wel convergent als de rij der par-
title sommen begrensd is en divergent 21s de rij der parti¥le sommen
niet begrensd is. In belde gevzllen is de som > cen willekeurige par-
tigle som,

Bewiljs: Laat de reeks Zl_ﬁn ziin met Aq, A?,.., 2ls rij der par-
n m n" m
itle mmen, Voor m >n geldt nu & ~A = o, - 2, = E a . De rij
t'i. € som \" (o) [ ¢ Iy ’fﬂ —an ?:.E 1‘( k—” k k—-n+/} k;O 3

1

e
der partiEle sommen is dus re¥el en monotoon niet-dolend en heeft dus,
volgens de stelling op blz. an I 40, een limiet, Als de limiet eindig is,

is de rij Aq, Ass... convergent en dus begrensd (2,3); de Peeks.21an is
[
n
dan convergent. Als de limiet oneindig is, kon de limiet niet - ocozljn

omdat Ary>A4 voor nlle n, dus is de limiet + oo, De rij Aq, Ajse.. 18 dan
[
“lrarblijkelijk ook niet begrensd en de reekszz;an is elgenlijk divergen.
n

met som +ou De laatste bewering van onze stelling volgt ult de gtelling
dnt de limiet van een monotoon niet-dalende rij > ieder element van die
rij 1s; deze stelling wordt op blz., an I 40 weliswaar niet ultdrukkelijk
geformuleerd, maar het bewijs ervan is wel in het daar gegeven bewljs op
pesloten,

We merken nog op, dat de voorwaarde dat:xigtbis, niet gebruikt is
in het bewijs en dus weggelaten kan worden. Men kan trouwens nog verder
gaan en de stelling ook nog bewljzen voor het geval dat a, 20 slechts
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geldt wvoor alle n >N wvoor een vaste N. In dat geval kan men de be-
wering dat de som ) An ook alleen opstellen voor n)y N. Ve gaan hier-
op niet in.
(3.7). Als r een complex getal is, waarvoor geldt {ri < 1, dan is
n

Bewiiss Het is evident, dat als Byp8o9ees 2€N rij complexe ge-
‘ 3 2 A 4 = D : . i ‘ =0
tallen is, waarvoor geldt :1“:-‘-‘$ngalan§ = 0, dannool«. geldd nE}m a, kn
Het i1s dus voldoende te bewijzen dat ;13:_5"3“},0‘”! = 0, Nu ia |r (:!r!
(volledige inductie). Verder is voor r = 0 de stelling evident. e

p m 1( o v 1 —
veronderstellen dus O (fri< 1, dan is Tﬂ-)h Dus is nl..jn;“m ‘r)n =
= + Cn (zie an I 28, punt 7). Hieruit volgt nli,’moolrfn =9 (zie an I
31, (9.9)).

(

1
3.8). Als r een complex getal £ 1 en n een natuurlijk getal is, geldt

ﬁrk__ J:rn+1
=0 B Ty °

Bewijs: Volledige inductie. Voor n =1 is de stelling evident.

. i n+1
Als de stelling voor een zekere n geldt, is i rk = .1:1:2‘..._“..,_ +rnM=
1 n+2 ka0 -
S o’ SHRR
B T=2
Met behulp van (3.7) en (3.8) kunnen we de convergentie van een
meetkundige reeks L r° behandelen. Als |rl2 1, is ook |r®| =]r]%>1,

n
zodat op grond van (3.3) de reeks zeker divergent is. Als sr\ <1,

L i+l “
volgt uis ,wrﬁ = l‘;—%;——» en (3.7), dat ﬁ rk = TJ':F . Gewoonlijk
§ =0 -
laat men een neetkundige reeks bij de index O beginnen.
(3.3) Een meetkundige reeks %I‘n is divergeg}: als |r| 21 en con-
vergent als }rl < 1. In het leatste geval is %_ o= TLE .
- X, ‘ Mn=0 -
Opgave 16. Bereken Wf\\ r* voor [r| € 1. m=e
o 3 7 A alr o - - 1 s : 1
1 Jejbeachouwenﬁnu de reeks Er n(‘rﬂﬂ; « Ir geldg ¥(krTy =
S R U U i | S I E L A
=T Ry oy s 11;, HETE ;2,1«: «E k+1 ,f}, k — k=
N T T Sl )
= 1= g3y + Dear 114 no= U 18 “%i nneiy = b
B, G _} -
+ B 1 e i
Qpgave 17. Bereken wly (Y (AT

n
WZ (a_+b_ ) met een som die de som js van de sommen van Y. a_ en
\ n n n I

}; bn'

(3.10). Als de reeksen ,,Za en g b, convergeren, convergeert ook

(3.11). Als de reeks ;\ a, convergeert en ¢ is een complex getal,

dan convergeert ‘éca}1 met een som die ¢ maal de som van > a, is.
Opgave 18. Bewijs (3,10) en (3.11). n
Een reeks ;an heet absoluut convergent als de reeks E‘an[
"

convergent 1s.
(3.12). Een reeks die absoluut conve 'gent is, is convergent.
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na T4 h4

Bewijs: ak‘ < ]ak] l :E gakge. Pas

{ Vi £ roed oo

hierop (3.1) toe. h+i

Het omgekeerde van (3.12) geldt niet; we zullen in de toekomst
voorbeelden ontmoeten van reeksen die convergent maar niet abscluut
convergent zijin.

Als Byylpydes €N rij complexe getallen en bw,bz,... een ri]
reffle getallen ) 0 is en als er een N bestaat zodat voor n >N geldt
}an‘_{_ b (resp. lant’):bn , dan ‘heet de reeks z b, een msjorant

resp.minorant) van de reeks 8, mn

(3.13). (Majorar#oriterium). Als E b, een majorant van ’f«: 8, 1is

en als % b, convergeert, dan convert.,eert E— a, abqoluut.
Bewijs: Als voor n>N geldt b, > la|, dan geldt voor n >N ook

"‘MfD Y\Jb ¥
;2” {ak( < by = I % tbk‘ Pas hierop (3.1) toe.
2 V4 R

e SR TN
Met behulp van (3.13) zien we dat Z'T_w convergeert, want
< : veor n) 2 en >~ convergeert omdat % !
n(n=1) ’ = Fn(n 5 n{n+1)
convergeert. De harmonische reeks g = evenwel is divergent, want
A Xd .y ‘ - Al
,.Zl-,—n}? R S R =
t=t Mzl g=! 23 (?:'!
= 1+%n; hierult volgt dat de partiéle sommen niet begrensd zijn, zo-
dat de reeks divergent is. De harmonische reeks is een voorbeeld, dat
aantoont dat (3.3) niet omgekeerd kan worden, want nl' ;— = 0, Verder
4 EY
is Z l;;_voor regle X 2 2 convergent, omdat - g =5 en voor reéle
n n n
vergent. Jas de reeks in dit geval n.l. convergent dan zou
i

div
uit % f_ =3 Volgen dat de harmenische reeks convergent was, hetgeen
n

niet het geval is. Ve noemen }: p—y hyperharmonische reeksens; het
n
geval dat 1 <ol € 2 zullen we spoadlg afhandelen.

We merken nog op dat convergentiecriteria die geldig zijn wvoor
reeksen met reéle ternen 2 N ook gebruikt kunnen worden vox willekeu-
rige reeksen 2; a,, door ze toe te passen op }; [an]. Als conver-
gentie gevonden wordt, kunnen we concluderen.tot absolute convergen-—
tie van L. a, i als divergentie gevonden wordt kunnen we echter alleen
éoncluderen, dat }: 8y niet absoluut convergecrt, hetgeen niet be-
hoeft te betekenen dat 'ZV—_\ &y divergeert. Ve kunnen dit op (3.6) toe-
passen, maar ook op sommige convergentiecriteria, die in de toekomst
zullen worden behandeld.

We bewijzen nu de volgende hulpstelling:

(3.14). Als F(x) een re&le differentieerbare functie is gedefinieerd
voor x )b, als F'(x) monotoon niet stijgend is en als F'(x) > 0 voor
alle x ) b, dan geldt voor ieder geheel getal NXb dat

o {?_:_HF‘(k)-—F(n)w bestaat en een redel getal D> - F(N) is.
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Bewiiss Volgens de middelwaardestelling van de differentiaalre-
kening is er bij ieder geheel getal k) b een rebel getal | met
k<t < k+1 te vinden zodat P(k+1)-F(k) w'({ ). Omdat F'(x) monotoon

niet stijgend is en & D>k, geldt Ft(f )< P1(k), dus F(k+1)=-F(k)<F (k).
Op analcge wijze bewijst men dat voer k > b+1 geldt F(k)=-F(k=1)2>F' (k).
Nu geldt voor my>n >N dat % T'(k)=F(n)- 5L Y rix)-f(m} =

= Pm)-P(n)- S_"'i P k)= ‘*“”%}F(k}- "%-—'* {.—?‘Tk)— T Fyk) =
) ‘:\ﬁ-“ ) J;;HHW 0 - ﬁ‘.‘.n;.&i w”kwf—:;\ W F(k) F%‘;j}c)“lﬂ(k)}>
->' ‘m‘ﬂ(k; \sgr o -!"*»*»\-u‘L T i+ Y | -
Z 04 Omdat F'(x)2 0 is F(x) monotoon nie t dalend, dus voor n »>b geldt
F(n+1 )> P(n). Dus geldt voor n2 N dat ‘:Z. Fr(k)-F(n) >

2 pa -{Fakﬂ ~F(k3§ -F(n) = ﬁp{ 'r(k;-— _ P(x)=F(n)=

= "(n«-ﬂ -F(N)-F(n) } -F(N). De rij b}';,h:s grens gede’ﬁnieerd door

b, = f_"__ F'(k)-F(n) is dus monotoon niet \Tlggena en verder geldt

n

'n?« -F{N\ voor alle n >N.Dus bestaat n]ﬁ:{‘;,\ q{{, 3 Fr(k)=-F(n) § en is
een redel getal 2 -F(N). o ’

Met behulp van (2.14) bewijzen we de volgende stelling.
(3.15). (Integraalcriterium). Als bij de reeks 2 a, een reéle diffe-
rentieerbare functie ¥(x) te vinden is, die gedeimieerd is voor x » b
en waarvoor geldt dat F'(x) monotoon niet stijgend is en F'(x) >0 voor
alle x% b, zodat voor nd b geldt a, = F'(n), dan is “ a, convergent
(resp.eigenlijk divergent)als XTL__]LI‘;&'F(X} een refel getal (resp o6 ) is.
Als 21; a, convergent is, geldt voor N>b dat ¥ an>X3;¥n P(x) - PV,

ne M ’
Bewiis: In ieder geval bestaat hmc(;(x) omdat F(x) monoctoon
iet dalend is; om dezelfd den i n P -0 im F(x
n alen ezelfde rede J_.%‘fgo (x) # O . Als _lim, (x)

s
een refel getal a is, is ook  lim P(n) = a. Volgens (3.14) is

U}

H
\ 4 A _"—90 o
nJ;}}m_\ {ZHI"fk)—F(n} Lzleez reéel getal ¢ voor N> b. Door optelling
N b - 1
vinden we dat _lim _ P (k) = best t gn = a+c. Tus
at ,lim ?‘,;H (k) 11-.700 zm . aa atc. T

4

convergee 5 » Wegens ¢ ¥ =F(Il) vin N
convergeery ;‘n nar egens ¢ (1 vinden we nog oy a, >
D, l im P(x‘-v«’d\*}. Als Em M(x) = , is ook llh;inF(n) =Co Door

- -7L~ )
toepaosmg Ven opgave ‘\1 o blz. an I 42 vinden we dat 1%1%0;’ Fr{k)=

=60 , dus dat X a, eigenlijk divergent is.
We merken op, dat (3.15) een criterium is voor reeksen met redle

termen 3 0 zodat de hierboven gemaskte opmerking betreffende dergelijke

eriteria van tcepassing is. Verder merken we op dat we om (3.15)op

een gegeven reeks Z; & te kunnen tcepassen we eerst een functie

f(x) moeten vinden zodat f(n) = a, voor voldoend grote n en vervolgens

een functie F(x) waarvan. f(x) de afgeleide is. Het laatste probleem,

ne«ls het vindern van een functie met gegeven afgeleide wordt in de

integraalrekening uitvoerig behandeld. Dit verklaart ook de naam inte-

graalcriteriunm.

De hyperharmonische reeksen z 3—-;\ kunnen we met het integraal-
n on’
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eriterium behandelen. Ncon hicrtoe voor < # 1 de functie F(x)
XL‘A& B 2 ey ""'; I » . { - £
= 3o ¢ Pan is PH(x) = x . lLeze voldoet aan de eisen van (3.15)
- 4,
) - P x . - :
als * 2 0. Fu geldt 77 ee— =00 ales <1 en = 0 als o > 1.
P I LN
Ims is Z: i;\é@ﬁ?v’grht voor X > 1 en divergent voo <f A < 1. Dat
n’

d¢ reecks voor ™ < 0 divergent is volzt uit het feit dat de teruen
niet naar nul convergeren. (e hebben dus de volgende stelling gevonden.

4
(3.16). De rieks o ‘'~ is convgggent voor X > 1 en divergent
w 15 . o 1
voor K € 1. Voor ,\E;z geldt e >--»»r~ o e

nz i n™ " ll‘)( 1
Nemen we F(x) = log x, dan is /' (x) = % . Dit voldoet aan de
cisen van (3.19); verder is Lin log x = 00 . e vinden dus nogmaals
dat de harmonische reecks divergent is. Jitﬂ{%.14 kunnen we echter
nog iets anders aflciden, n.l. dat ;~ﬁL@ ;:gﬁ - log n§ bestaat en
E’» log N is. Voor N = 1 noemt QEE deze 111’\t de constante van Fuler.
X o Er geldt v = 1+ *”1:-1,‘60 ))mj-

cursus anal I bewezen dat 5ﬁmw voor x >0 een stijgende functie is

log n “Z 1= log 2« Nu is in de

]

waarvoor geldt 11% =t (zie an I 74). Hieruit volgt e-1>1, dus
e 2. Daaruit volgt weer log 2 <1, dus ¥ > 0. Je merken nog op dat
het niet bekend is of X7 rationaal of irrationaal is.

Opgave 19. Bewijs dat 'Z: ‘-~?;;": divergent is (Aanwijzing:F(x) =

=}Dg log X) e i

Opgave 20. Toon aan vocor welke redle waarden van A de reeks

54

1 . L. ,

;; ﬂ*-*~~~~’ccnvcrg;nt dan wel divergent is.
ntlog n)

Opgave 21. Probeer de mectlundige reeks met _het integraaleriterium

2
te behandelen en leid een schatting voor é? r af voor 0 <r <1.

- . o] s N q » .'.i\ﬂ
Vergelijlt deze schatting et het tekende exacte resultaat.
"o s s A . 1 bt [ s .
Ongave 22. Bewijs dat > ==p=- convergent is (Aanwijzing: gebruilk
WU in
\_ Ak

(3.13) en (2.16)),

§ 4. Ien onderwerp uit de redle snalyse.

e,

Voor het vervolg hebben we ecn onderwerp ult de reé&le analyse
nodig, dat we nu zullen behandelen.

soals bekend, zeggen we dat een rij reéle getallen SRR PTRRR
convergent 1s met als limicet het refle getal a als bi] ieder positief
regel getal & een N te vinden is zodat voor n >N geldt |a -a | < &
Deze laatste ongelijkheid kunnen we ook schrijven a- &<’an<fa+-f .

Ve gaan dit nu verzwaliken door "7 an te eisen an<:a+t‘. Verder merken
we op, dat als & cen willekourig positief reéel getal is, a+ £ een
willekeurig refel getal > a is, ‘¢ elsen dus nu voor a dat bij ieder

getal b >a een II te vinden is zodat voor n >N geldt a (’b. Door deze
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els im het getal a cchter in het geheel niet vastgelegd. Immers als
a aan de eis voldoet en a' is een willckeurig refel getal » a, dan
voldoet a! ook man de eis, irmers ieder refel getal D> a' is ook > a.
Het heeft cchter wel zin om te vragen naar het kleinste getal a dat
aan de eis voldoct. e zullen dit nu gaan precisercn, waarblj we

tevens de punten OO en - O in de beschouwingen zullen betrekken.

Bij een rij reéle zetallen BysBogens beschouwen we de verzaneling
i

V bestaande uit die relle getallen x, waarvoor geldt, dat er een I
i

-

blj te wvinden is zodat veor n) N geldt a, {x. De N in deze definitie
mag van x afhangen. Verder is het duideilgk dat als voor twee rele
getallen x en vy g@ldt x&V oen y>x, dan ook geldt vy €Ve Het is moge-
lijk dat V lecg is, zoales we zullen zien (zie (4.4)); als V niet leeg
is, 1s het het intcrval (inf V, % ), dat aan de linkcrkant gesloten
of open kan zijn. Immers als z ecen re€el getal » inf V is, ig er een
regel getal x zodat x<z en x €V geldt: dan is cchter ookt z V. Uit
alles verklaart de volgende definitie (lim sup is de afkorting wvan
limes superior):

%;gdsup a, = 0Q , als V leeg is;
4 (s .
%1QUSJ0 a, = inf V, als V niet leeg is.
= 1
We merken op dat er in het tweede geval - oo uit kan komen en verder

dat we afspreken -00<C 00, ~Q<¢ x en x < & voor ieder redel getal
X. Er geldt dan de velgende stelling:

(441). llm sup a, is het kleinste punt (redel getal, w of - 00 ),
waarvoor ge7dt dat bi] leder refel getal b groter dan dat punt een NI
te vinden is zodat voor n >N geldt an<’b.

Bewijs: Pat ,lim sup a, aan de geciste voorwaarde voldoet is
duidelijk. e bewijzen nu nog dat het het kleinste punt is, dat aan
die vocrwaarde voldoet. Als x ecn refel getal is < 1 ﬁm Sup a,, dan
is er ook een refel getal y, zodat x<y <1li # s un n oldt. Als nu x
aan de vecorwaarde voldcet. 1 er een N zodat ?oor n>ll geldt an<fy,
dus y €V. Dit 1s evenwel in strijd met de definitie van lﬁgugup a
Hiernee is (4.1) bewezen.

nﬁ

/e beschouwen nu bij een rij reéle getallen Bapdoyese de verza-
meling | bestaande uit dic reéle getallen X, waarvéormgeldt dat er

een N bij te vinden is zodat v
(lim inf is de afkorting van lin

l%m'inf a, = - ™ , als | leez is:
1) n

H
w0
Yo

1%@W%nf ay s als ¥ niet leeg is.
Op geheel analoge wijze als (4.1) bewijst men de volgende stel-
lings
(4.2). ljm inf a  1s het grootste punt (recl gotal, ou of=- o0 ), waar-
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voor geldt dat bij ieder relel getal b klciner dan dat punt een I te
vinden is zo%at voor n> X geldt a,y b.
(4+3)« Tedere rij retle getallen a, 8,,-»- bezit cen deelrij byby,ee.
zodat n%%@ bn = g sup a, en cen deolri] CqirCpoymes zedat n}}@ C, =
= lﬁ%ojnf ay,

Bewijs: Stel cerst ;‘qhiuN R Bij ieder redel getal x
bestaat dan een zodat voor n> N geldt an<fx. Dus n;;g,an = - OO

H

r
=y

we kunnen voor de rij b?’b2"" dus eenvoudig de rij ByrBgyees zelf
nemen. Stel nu li%;ﬁ?P a, een reéel getal a. Bi] ieder natuurli%k
getal m bestaat dan een index Nm zodat wvoor n)-Nm geldt an<(a+ el
verder is er bij ieder natuurlijk getal m en bij iedere index I een

n te vinden zodat geldt n> il en a?a»lm_ R~ ﬁ « Je¢ definiéren nu door
inductie ec‘ stijgende rij natuurlijke getallen HygTlsgees zodat

,a—amk]( } voor alle natuurlijke k. In de ecrste plaats bestaat er
een mﬁ)qu zodat am1$ a-1; ondat m?> N1 is, geldt ook am1 a+1, dus
la—amﬁl <1. Stel nu dat Mygllyyees i gevonden zijn, zodat deze een

stijgende rij vormen en zodat {a—am,\< = voor K = 1,2,se.,n. Noem 2

Sk
het grootste van de twee gutal en h en m . Bij P is een Ty > F
4
te vinden zcdat ; is k s
e zodat a, )a I ,bdmﬂ2%11)P} neq L8 ool 3%14 <&
el +
1 -
e at T dus la—aﬂr f( 5f7 . Omdat mn*1>,P }mh vormen de getallen
w . & ‘.’}_4! b i =
Rygloseee i o COR stijgende rij. Als we nu de rij %1,b2,... defini-
gren door bn =a is deze rij cen declrij van de rij Bqslnyees -
B Lﬁﬂ. " o
Verder gelds ’a-bk!z ,a—am f"ﬁ voor alle natuurlijke lz, waaruit
! o |
volgt dat ntfm bn = a. oStel nu ten slotte dat lﬁm sup a, = oD . Bij

ieder natuur&lgk getal m en ledere index !l is dan een n te vinden zo-
dat geldt n )l on a, >m+1 > me o definifren nu deor inductie een stij-—
gende rij na*uxrlLJkn getallen Mypflyyens zodat a, >k voor alle na-

Ty 7

tuurlijkc ke In de eerste plaats bestaat cor een index m, zodat 8, ) 1.

Laat verder Mygeeslly gevonden zijn zodat deze cen etijgende rij vor-
o

men en zodat a 3 k voor k = 1,...,n.0r is dan een m,,q Te vinden
Alk P

zodat Moot 2 m,oen amn+1; n+l. Als we nu de rij b?'bz"" defini&ren
door ‘b,,1 = a, ig deze rij een declrij van Bqsoyere Verder geldt bk
- s 3
n
=8, 3 k voor alle natuurlijke k, waaruit volgt dat llm b = O e

m, n-so
Hiermee 1s het bewlijs voor lim sup volkooid. Voor lim inf gaat het
analcog-

(4+4). Als de rij reflc zotallen Ayy8pyees eon limiet heeft, geldt
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lima_ = ] au = Jlim inf
nw—:}k%n ?‘.—;:ﬂpa 1 Atn an X X
Bewiijsgs Tedere declrij van de rij ByrBoyers heeft dezelfde limicet
als de rijea,,8~yees zclfs Nu volgt (4.4) direct uit (4.3).
i &
(4.5). Als voor de rij rcéle getallen ayp8yye0. geldt dat er cen
reel getal C on cen index N bestaat zodat voor n DN gelds arSLC
) an geldt m s C en lim 3 < C .
(resp.a > C), dan geld 1jm sup & <C en lim inf a < (resp
. N “y
lﬁguﬁup anhé“'th ﬁgigni fg1>{§

Bewijs: llet behulp van (4.3) reduccert (4.5) zich tot een een-

voudige stelling over limieten.
(4.6). Als x een punt (retel getal,“ of ~ovo ) is, waarvoor geldt

4 SUT g f'ia" O & = rOE 3‘i'v"3d
x,>lﬁ@“mup a, of x < ljm inf 8, dan bestaat er geen deelrij van de
rij Byrnyees die x als limiet heeft.

Bewiis: Als x,>l; SUP 2., testaat er cen refel getal y, waar-
voor geldt x >yu>1%§,£up a. . wx bestaat dan een N zodat voor n >N

I e ) s

geldt a ”y. Laat mu b,,by,e.. con deelrij van a,,a,,-.. zijn, dan

is er uen stijgende rij natwirlijke getallen MysMogess zodat bk =&
e Akk

voor alle watuurlijke k. Ir is dan zeker ook een N, zodat voor n N,

geldt mn>~N,dus br = a_ <<y. Als b1,b2,... een limiet heceft, geldt

pos

lim <y < d in icder govs i = X. AlS im 3
n%%i>bn‘—y {x, dus in icder geval niet n%¢§ b; X. Als X <1ﬂ§agnf
gaat het bewigs analoog.

(4.7). ljm sup {ruqf.lﬁm inf a ) is het grootste (resp.kleinste)

punt dat l*d“ét 13 van ecn ieelrlg van a,sangess
[+

Lewijs: Dit volgt direct uit (4.3) en (4.6).
(4.8). Yn inf a <ljn sup a,

BLWLW“S De varcnxurstulLin" lim inf 1im sup levert met

Fial .,‘-w,i , ! © ?ﬁgm an), %.131'703 = al’l ert
behulp vin (4.6) en (4.3) dircct ecn tegenstrijdigheid.
4.9} Als Lim i»f g = lin = 1 be lim a ig pelijk =an
( 9) im 2, ju sup a_, den bestaat  lim &) er is~elijk aa

ik

i
8

$§§;L§: Stel lng}nf a, = “% Sup a, een relel getal a. PBij

— -d
ieder pos . tief reéel getal ¢ is dan een N1 zodat voor n:>N1 geldt
a, a+ § ¢n een NE zodat voer m >nq geldt an>a - ¢ « Nocmen we N
het grootsvte van de twee getallen N1 en ?I dan geldt voor n » N dat

2 £ < a <ard, dus {a~ap]/ . Hlerult volgt 11m a, =a. Het ge-
"" [}
val dat l%a inf 2y 1}% sup a.= o0 of - ¢ , wordt op analoge wijze
O

behandeld.

Uit (4.3) en (4.9) volgt nog de volgende stelling (dic overigens
ook met behilp van het in de cursus analyse I behandelde makkelijk t.
bewijzen is)
(4.10)« Als voor cen rij re@le getallen geldt,dat alle declrijen die
een limiet U--l.... 7 7o7FA~ Tinict bezitten, dan bezit de rij zelf
ook die lim et.



Opgave 23. Bepaal 1im sup c¢n lim iuf van deo rigen Aqslpsvoes
[ el R n-drew

. & o 5 : 0 ¢ P "} O §
gedefinicerd door: 17 a =mn, 2° a, =n, 37 85, 4 = hay, =27,

4° cen of andere aftelling van de rationale getallen tussen Q en 1
(zie an I 46).
Bij een rij retle getallen agsas,sen besehouwen we nu bij

een natuurlijk getal n de wverzameling %n der re¥le gegtallen ay woor
k 2n. Deze verzameling is nict leeg; we kunnen dus sup Wn vormen
en schrijven daarvoor sup Ay e Als m>n is, geldt ”mdlﬁn dus
k>n
iﬁp a, € Sup a, . "¢ onderscheiden mu twec gevallen:
m kan
40

Sup a, = ¢ voor alle n. Ye definiéren dan a = OC
kyn
@] - .e . v
P Er bestaat ven N, zodat sup a, = by een refel getal is. Dan
k>® ¢ 1
is ook Eup ay een redel getal bﬁ voor alle n 3y N; verder geldd wvoor
>n
m>n 3N dat b <b . Hicruit velgt dat lim b} begtaat; noem
i & n‘m)(m
lim b_ = a, dan is ~ ecn relecl getal of -~ o0
Tl wy oy 1
We bewijzen nu dat in beide gevallen a s lim gup e

o 0L s oo
17. Neem een willekeurig relel getal x, Bij ieder natuurlijk getal

M 4is er een no> M zodat a. > x ondat sy 8 oo Hicruit wlgt
n? K19 K * .

lim sup an = g e

)
A0 e -
2. Neem econ relel getal x >a. Pr bestaat dan cen N, zodat geldt
sup a, <X; dus geldt voor alle n>N,, dat a_ < sup_ a, < X, dus
k 3N1 k 1 n“‘ k Z.I\”Ha,k
x >1im sup a_. Daar dit voor icdere x> a geldy, is aylim sup a

N —p oo D - o B
Als a = - oy is ook lim sup a, = - oo « Alg @ eon roéel gefal is,

N w3 oo n
nemen we cen redcel getal X <a. Voor alle n geldt dan x < sup Dy
zn

Dus is bij iedere M een n >l te vinden, zodat x g a0 dus
X glim sup a e Daar dit voor icdere x ¢a geldt is a ¢lim sup a, e

n.—-;:;y\ - n‘_&g/.h\ -
Twg is a = lim sup a_ .

AN T.

Voor lim inf kan een analogce buschouwing worden gegoeven.
Als we in het geval dat ;up a, = o0 voor alle n definiéren
cyn S
lim (%ug ak} = o, kunnen we de resultaten van ons enderzoek als
Nn=oakyn
volgt samenvatten.
(4411) lim sup a, = lim (sup a, ).
-2 o n Tl o 1{3 n Lk”
Maken we de analoge afspraak lim {*h dk) = - oo als
NaewKan

inf g, = = oo Voor alle n, dan vinden we
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(4.12) 11m inf a = lin (ipf a,).
oy T oepewe D

§ 5. Het maehtsworteleriterium un hot quotiénteneriterium voor

[ g mwnm-

reeksen.

i
e S o =

(5.1) (achtswortcleriteriw: van ~g(:hy3 Als voor ecn rij complexe
getallen Byroyees geldt lim sup \,‘, § <1, dan ig de rceks

TL wd g JR—
. T, | N
EE_ absoluut convergent; als lim sup av/jam;> 1 geldt, is de
v ) b n

recks z a, divergent.
-~ i
Bewija: Nooem lim od ﬁq la f = be Als b <1, dan is er een
redcl getal r >0 Mcmat Qxlﬂﬁ b <r <1. Bij dez¢ r is ¢r een N zodat

voor n >N gecldt «/§11,<\r dus gnn{<‘r“. Dus is :§,rﬂ een majorant
varn Zia De mectkundige recks j?,rm is c@nvurguﬁt omdat Oc¢r ¢1
(3.9), du §i.an is absoluut CQerKSZA? (3413)s Laat . b > 1

zijn en onderstcel dat de rocks %%an convergent is. Dan is

lima_ = 0 (3.3), dus er bestaat ecn N zodat voor n> N geldt
1’1_4)091’1 o

"/, / S 3 3
|a i <1, dus ook ﬂvgamﬁ <1¢ et behulp van (4.5) volgt hisruit
. i FEN

. At . .

b = lim sup f\/;aﬁ§_51, hetgeen cen tegenstrijdigheid is. Dus is
n =2 oo ont> .

de recks >.a divergent als b ,1 ie. B

A7 - A n v . - Y 5

We merken op, dat over hot geval dat lim sup « fari = 1 1is

. Vo oy
niets bewecrd wordt." e zullen spovdig aan voorbeelden zien, dat
het in dat geval mogelijk is dat de reeks divergent is en dat de

-~

reeks convergent en zelfs absoluut convergent is
(5.2) (Quotitntencriterium van d'Alembert). Als voor ecn rij com-

plexe gutallcn Ayslny e, dusdanig dat a_ # O voor alle n, geldt

1249 :
l%m sup rT;'ﬂ <1, dan is de roecks :i~ap absoluut convergent,
-3 o 18 Yoot
. n+1 | ) ) _ .
als lim inf 2m¢gwi>? geldt, is de recks E a_. divergent.
- o0 n a ot
.. . N+ . ) ) . .
Bewijs: Noem lim sup R b. Als b <1, dan is er cen reéel
n .)’ & 3 r ¥
- [

a
getal r >0 zodat geldt ber «
a
et |

a

« Bij deze r is er cen N zodat voor

n> N geldt, < r. Nu geldt voor ny N+te

n ]
[ Tx el
s i ? i';&- Nox 8% ; H% fiknﬂ w1 U ove | X i
- LSRN I R T <A DA e S5 R e S
el O e I‘!f 8 KMot B |y N Pk
| m:g,, t ;&1M+q ‘

T a,
Dus ‘ar{<m %%k%L r? voor n > N+1e Dus is E;VwLiﬁilw r* een majorant
B

-
van j{_a . Du mectkundige recks 2 r" convergeert, dus convergeert
a1

ook El J«%+1 (3.11), dus convergcert :g;an absoluut. Als
EY



®n+1 n+1
lim inf |51 |51 is er een N, zodat voor n>N, geldt *?;~$ >l
n— oo | &y 3 n
Hieruit volgt op analogc wijze als boven dat ;ar!> | 8y 4?§) C wvoor
: 1
n>»N,.+1. Onderstcl nu Za convergent, dan is lim a_ = 0, het-
1 w  h A\ eny 11

geen in strijd is met hetgeen we zojuilst bewezen hedbben. Dus is in dit
geval E{,ap divergent.

We g@wijz@n nu dat het criterium van d'Alembert zwakker is dan
dat van Cauchy. Hiermee bodoelen we dat voor iedere recks, waarvan
de convergentie kan wordcn aangetoond met het criterium van d'Alem-
bert, de convergentiec ook volgt uit het critcerium van Cauchy en dat
¢r reeksen bestaan waarvan de convergentie met het criterium
van Cauchy kan worden aangetoond maar nict met dat van d'Alembert.
D¢ earste van dezc twece beweringen volgt uit

lim sup ’\/ a. lim sup |- | (zie(5.3)), immers dan volght uit
n -3 oo ** n-» oo | %

, %01 : nfT : .
lim sup = <1 ook lim Sugx\/jap]<,1. De tweecde bewering zullen
N o “n N oo :

¢ Il
we met cen voorbeeld aantonen,  Neem n.l. de rocks ;E;?"nwk“1> .
Y en-(=1)8 e (CR ] "

Nu is V2 = 2 e en dit heeft limict ) als n— oo.

Het criterium van Cauchy geeft dus de convergentie van deze recks.
Aan de andere kant geldt
n+ 1
Al )= (=1 ‘ 4 RS n+ 1
o= (n41)=(=1) (1) (o)

.+ - D

« en dit is % VOOr oneven n en
‘ n .

2 voor even n. Met het eriterium van d'Alembert kan nict tot conver—

gentie van de reeks besloten worden (uiteraard ook nict tot .diver-

gentie, daar de recks in werkelijkheid convergecert).

(5.3) Voor een rij complexec getallen a1,a¢,..., dusdanig dat a_ #
.

n
, LAY A -+
voor alle n, geldt lim sup ,\/ ang.giim sup n ! .
L oo | 0—> oo “111
L . N1 . . .
Bewijs: Als liu sup “T:”'{: oo, is d¢ stelling evident. Ver-
L oo ‘?ln

der is in ieder gecval lim sup |~

30 (4.5), we mogen dus veronder-

a, 4|
stellen dat lin sup A b een redel getal > 0 is. Bij ecn wille-
N2 o a‘n

keurjg reiel getal € >0 is een N? te vinden, zodat voor n >N1 geldt

2 +1 <b+% ¢« Op analoge wijze als in het bvewijs van (5.2) conclu-

n

n=N_ -1
deren we hieruit dat voor n >N +1 geldt }aﬂi 13(b+%&) ! y
<iray - o
dus ian*‘iiaN1+1g(b+%£) B Nu is lim ay 1§n(b+%£) n =
ﬁ«-‘!m}- 1 :
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ﬂmﬁ1—1

: . 1 2 g b n
= b+3 e j;er is dus ecn N, zodat voor ny N, geldt imm _1i (b+3€)
& & Al ‘iw“ |
<b+ €& . Hoemen we N de grootste van ﬂj en N, dan geldt voor n>N dat
Ny . . . . , ~
/Q/wlg < b+ £+ Hicruit volgt lim sup ajla & b
n T B e e

Voor latere toep
(5.4) Als voo

agsingen bow Lgden we

r cen rij ecomplexe goetallen

nog dv volgende stellinge.
IREPYEREY dusdanig dat

a
ve A R ¢ T I I
a. # 0 voor alle n, geldt dat llﬂyw&mwl bestaat, dan bestaat ook
Il PSS ) {
L g n i, a
: nf— . o - “n+1 |
lim N/la_| en geldt lim !\/ |8yl = lim e I
N ee' 1D Il - oo o N - ool Sy t
e |
. - T+ e - - . L. -
Bewijs:s Stel cerst  lim {«ﬁiw | een relcl getal b, dan is b 0.
‘ N3oo Mpo |
Als € cen positief refel getal is noevmen we 4 de grootste van de
twee getallen b=z €  on O, dan is d3 0. Er is dan een N, zodat
a,
vOoor n >ﬁq geldt d<ﬁ%%%ﬁldﬂv,,g . Op analoge wijze als in het be-
n

n-Nt

n

3

)

n—Nq—i

1
. oo\ 1n
d en lim |a, P (p+l ) = b + S E
.+ 1] '
nosea Nyt1]
N, =
A -
er is dus een N, zodat voor n >N2 geldt ﬂni‘e<PN +11h d en
[ 8 I _,3
JeCI PR

1

| n oy Loe .

;aN i (b+y &) n <+ £ o Nocmen w

H "}

N, dan geldt voor ny Il dat b= g d-%¢ <
. Vg , P

lim ”Jia | = b, Stel nu 1Jﬁ1%}wli = e

N-» o0 n naed &y

ig dan een ﬁ1 zodat voor n 3N, geldt K+

als .in het bewijs van (5.3) leidt men hie
n=-N,~-1

1 1
o SR R
Y

geldt §ag1+3} (K+1) ig

A

N o
\n &€

bY

K+1; er is dus een N2 zodat voor n >

[Re]

Noemen we N de grootste van N, en N, dan

ruit af dat voor ns» N

¢ N de grootste van ‘N.3 en

f{7§?§2j< b+e , dus

Bij ieder re&el getal K> O

a i
n , : : s
’ -W:;Mml ‘ N JP aﬂal(}g\‘ W ,:! e
| c

+1

n~N1~1

1 1
-~y W n ” n
lim {a (K+1) =
n«?aj N1+1(
O

ldt X < iaNTH!H(Kaﬁ-‘!) n

geldt voor n s N dat Kigfgg’



dusg lim '\Vm = o) .
N - 00 n

p . - N N « - § o 5 P ! .

Opgave 24. Bewijs met behulp van (5.4), dat lim Vn = 1 (zie ook
T o n-»co

an I opgave 86).

We laten nu aan voorbteelden zien dat er convergente en diver-

gente reckoen 2. 8, bestaan, waarvoor geldt liwm sup '\/}mn; = 1.

L A iy SO
Een divergente rceks van deze soort is 2 1, cen absoluyt convergen-

. ] m, 1 " ) o
te is ziva, want KV/ —— = «jw%r.“j%ww , dus lim ﬂ\/lg = 1.
m n® N v n

n I =3 00 n“

Uit theoretisch ocogpunt verdient het criterium van Cauchy in
alle opzichten de voorkeur boven dat van d'Alembert, want in de ecrste
plaats is het sterker en in de tweede plaats heeft het een moolere
vorm, immers bij Cauchy vallen de gevallen van absolute convergentie
en divergentie uitecn in de gevallen lim sup <1 en >1; bij d'Alem~
bert daarentegen kan pas bij lim inf > 1 tot divergentie besloten
worden (zie nogmaals het voorbeeld boven (5.3),wnar voor een absoluut
I

[

convergente reeks 2 a_ toeh geldt lim sup > 1). Het nut van
", <

X . oy £’y | 3?1

het criterium van d'Alembert 18, dat het in vele gevallen gemakkell jker
toe te passen is dan dat van Cauchy en ons doardoor in de gevallen,waar-
in het werkt in staat stelt de convergentie met minder moelte aan te
tonen. Zo zien we met het criterium van d'Alembert direct, dat de rceks

2{ 1 : , . 1
conver 1t is: dit velgt namelijk direct uit O =_1im . =
BT gent 1 olgt namelljk direc ni% meT

n

= 1lim .
n‘ago(azwji

e : 1
Opgave 25, Cnderzoek de convergentie van E B el <1 0] Z T o

- ¢ ! °
D An+ Vn+d n
Opgave 26, Onderzoek voor welke waﬂrden van a de volgende reeksen con-

a
vergeren: 2 %T (2 retel), Z_ i? (a complex).
n v T n<

éﬁﬂ Differentieerbare complexe functies,

Een functie f(x), die gedefinieerd 1s op een deelverzameling X van
de verzameling der complexe getollen en waarvan de functiewaarden com-
plexe getallen zijn, heet een complexe functle,

Daar de complexe getallen een metrische ruimte vormen, kunnen we
gebrulk maken van hetgeen in de cursus analyse I 1s behandeld over
functies, die gedefinieerd zljn op metrische ruimten. In het bijzonder
geldt dit voor het begrip continue functie. Wegens het belang hlervan
zullen we dit voor complexe functies nogmaals formuleren,

Een complexe functie f(x) gedefiniecerd op een verzameling X heet
continu in een punt 2 als a punt-verdichtspunt van X 1is en als bij
jeder positief re¥el getal & een positief re¥el getal & bestaat, zodat
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vooralle X waarvoor geldt x £€X en |x-2i < b ook geldt It(x)-t(a)l<e.
Een complexe functie {(x) gedelfinleerd op een verzameling X heet
continu als voor iedere 2 €X geldt dat £(x) continu in a 1s,
We wensen aan de stellingen over continue functics, welke in de
cursus analyse I behandeld zijn, nog een steclling toe te voegen. We be-
ginnen eerst met de volgende hulpstelling:

(6.1) Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd op een verzameling
X, en als V een compacte deelverzameling van X is, dan ls de verzame''ng
W der functiewnaprden f(x) als x eV een compacte verzameling,

Bewijs: Deze stelling 1s een verscherping van de stelling midden op

blz. an I 61, omdat niet icder punt van V verdichtingspunt van V be-
hoeft te zijn. Blj het bhewljs van genoemdc stelling wordt deze elgen-
schop evenwel nlet gebruikt, zodnt dit bewijs zonder meer als bewljs

van (6.1) kon worden gebrulkt,

We herinneren ernan, d2t een functle f(x) gedefinieerd op een ver-
znmeling X, wanrven de verzameling der functiewnarden Y 1s, eeneendul-
dig heet 2ls ult x,€X, x, €X cn xﬂ¥x9 volgt f(xq) # f(xa). Als f(x,
ceneenduidig 1s, bestant er con omkeerfunctie g(y) gedefinieerd op V,
waarvan de verzameling dcr functiewrarden X is, zodat g(f(x)) = x veor
alle x€X en f(g(y)) = y voor alle yeVX.

(6.2) Als f(x) ecen ceneenduidige continue functie 1s, gedefinieerd cp
ecn compacte metrische ruilmte X met metrlek 7, wanrvan de verzomeliag
der functiewazrden eern metrigsche ruimte Y 1s,met metriek o, dan is de
omkeerfunctie g(y) van '(x) ock contini,

Bewljs: We tonen eerst nan dat leder punt Vg ven Y verdichtingspunt van
Y is. Neem hiertoe cen willekeurige omgeving U van y_ en laat g(yg)mxg,
dus f(xO) = ¥, zijn. Omdnt f(x) continu in X, is, 1s er een omgeving !
van X dusdanig, dat uit x <X, x 2V volgt f(x) <U. Omdat X, verdich-
tingspunt van X is bevat V oneindig veel punten x €X, dus, omdat f(x)
eencenduidig is, bevat U oncindig veel punten f(x), dat zijn oneindig
veel punten van Y, Dus 1s Vs JOPdiChtlngSpuﬁt van Y. Neem een punt

b €Y; laat g(b)=a, dus I(m) -y zijn. Bij een pociticf redel getal &
beschouwen we de verzameling V bestaande uit de punten x van X waarvoor
weldt 53(x,a)g €. V is a2als complement van een open verzameling geslo-
ten en als gesloten deelverzameling van een compacte ru.mte compact

(an I 5% en an I 56)., Als W de verzomeling is van de punten y van Y,
die functiewaarden f(x) zijn van punten x €V, dan is W compact op grond
van (6.1). Verder geldt, omdat f(x) eencenduidig 1s en a ¢V, dat b V.
"Als b een verdichtingspunt van W zou zijn, zouden we op analoge wijze
als bovenaan blz, an I 57 een rij punten b, €W kunnen maken, die alle
‘¥verschillend zijn en waavrvoor geldt lim bnwb Klaarblijkelijk zou dan

n - o
; b het enige verdichtingspunt van de’ VCP?“mm?%ﬁﬁ der b, zijn, hetgeen
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in strijd is met de compnctheld van W, omdnt b¢ W, Dus 1s b geen ver
dichtingspunt van W, Er bestant dus een positief reBel getal &, zodat
voor leder punt y €Y wnarvoor geldt & (y,b) < &, ook geldt y ¢W, dus
g(y) ¢v, dus p(g(y), 2(t) - p(e(y), 7)< e . Dus is de functie g(y)
continu in b, en daar ¢ een willekeurig punt van Y 1s, is g(y) contir:
We merken nog op dat ulteraard g(y) ook eencenduidig is en dat vecr.
der Y compact 1s op grond van (6.1), zodat g(y) evenals f(x) een eeneer-
duildige continue functie is,

ruimte,

gecdefinieerd op een compacte metrische
We dulden de veranderlijke in ecen complexe functie gewoonlijk me.
de letter z ~an en schrijven z=x+iy(x en y redel).
Omdat de verzameling der complexe getallen op te vatten 1s als
cen tweedimensionale Euclidische ruimte volgt uit hetgeen op rlz.an 7 .
vewezen 1s, dat een compacte verzameling complexe getallen hetzelfde
als een begrensde gesloten verzameling complexe getallen. Uit (6.2)
volgt nu:

(6.3) Van een ceneenduidige continue complexe functie, gedelinieerd ¢ -
een begrensde gesloten verzameling is de omkeerfunctle ook eeneendvir ~
continu en op ecen begrencde gesloten verzameling gedefinieerd,

We kunnen nu voor complexe functies differentieerbaarheld defini.
cren op een geheel analoge wijze nls dit in de cursus analyse I voor
re8le functles geschied is (zie an Iéjﬂﬁ). Zo heet een complexe fun:i
f(x), gedefinieerd op een verzomeling X, differenticerbrar in het ron’
a nls 2 punt-verdichtingspunt van X is en 2ls e~ een complex getal D

begtaat, zodat bij ieder positief retel getnl € cen positiefl redel me-
« Copd . a."(,"“
tal 2 bestaat, zodat ult z 24, z42 en lz-0l¢ & volgt iiL£%:%$~l mh!< £

Het getal b, dat door deze definitie ondubbelzinnig bepaald is, heet

. N e < i f{z) ;.

het differentlanlquotiént van f(z) in het punt 2a; b mC%TgLil/ » Wo
Z=a

noemen een complexe functie f{z) differenticerbaar 2ls hij differentioco.
baar is in leder punt van zijn definitieverzameling X; het differen-
tiaalquotlEnt 1s dan zelfl een complexe functie gedefinieerd op X, dX
de afgelelide ven f(z) wordt genoemd en geschreven §~§§§l of £'(z). A
®'(z) differentieerbaar is hecet f(z) tweemcal differenticerbaar en -
afgeleide f"(z) van f'(z) heet de tweede afgeleide van f(z). Op analc .
wijze defini¥ren we, wat het betekent dat f(z) n meal differentieerbanrs
is en wat de n€ afgelelde f(n){z} van f(z) is, Als f{z) n maal differ:u
tieerbaar is voor leder natuurlijk getal n heet f(z) willekeurig vaak
(of onzindig vaak) differentieerbacr,
(6.4) Als f(z) differentieerbaar is in a, dan is f(z) continu in a,

~Bewljs: Geheel analoog met het bewijs bovenaan blz. an I 65.

: Voor diff%véntiﬁ@rbmre complexe functies gelder geheel analoge ro-

kenregels als voor diffcrentiecrhero ra¥le "uneties (zle an I §>ﬂ9).
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(6.5) Als f(z) en g(z) complexe functies zijn, gedefinieerd op eenzelf-
de verzameling X en beide differentieerbaar in een punt a, dan 2z1ljn de
functies f£(z) + g(z), ¢ £{z) (c een complexe constante) en f(z) g(z)
differentieerbanr in 2 en er geldt:

(Hreete) - () ()

L=
(Uelahalen ) o) (25120) s (SHEL)

Bewljs: Geheel ~naloog met het bewijs van de ecrste stelling van an 1

519

d f(z)
dz

In plaasts van schrijven we ook wel 3” £(z).

(6.6) £l1s f(z) en g(z) complexe functiecs zijn, gedefinieerd op eenzelfl-

de verzameling X en beide differenticerbaar in een punt a, en als

1 £(z) . i _
7 (1 0, dan zin en - differenticerbanr in a2 en er geldt:
g(n) # 0, J z07) 26 eren r e g

( d f(z ) - /z=:
EZ 7z = T
851 g=n (g(2))
d f(z P 3
a(n) (L5 ) - p(n) (42

( d £z ) _ o ’ Z=0

- ”5
az ezl 4o )

Bewljs: Geheel analoog met het bewljs van de tweede stelling van an I
&19.
3 " .
Uit (6.5) en (€.6) volgt direct:
(6.7) Als f(z) en g(z) diffcrenticerbore complexe functies zijn, gede-

finleerd op dezelfde verzameling X en als ¢ een complex getal is, dan
zeldt
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De volgende stelling behandelt het differenti¥ren van samenge-
stelde functies.

(6.8) Als ¢(z) en g(w) complexe functies zijn, als a een punt
van de definitieverzameling van <9(z) is, als de definitieverzame-
ling van g(w) de verzameling van functiewaarden van ¢(z) en dus
het punt b = ¢ (a) bevat, als ¢ (z) differentieerbaar is in a en
als g(w) differentieerbaar is in b, dan is de samengestelde functie
g( 9(z)) differentieerbaar in a en er geldt:

(fzsCo(zn) = (A5h oAl

Z=8

Bewijs: Geheel analoog met het bewijs van de derde stelling
van an I § 19, ditmaal met toepassing van het algemene limiettheo:
van de samengestelde functie van bdlz. an I 62.

De nu volgende stelling over het differentiéren van een inversec
functie wijkt enigszins af van de overeenkomstige stelling voor
reg€le functies.

(6.9) Als f(z) een eenecenduidige complexe functie is, die differen-
tieerbaar is in een punt a, als de omkeerfunctie g(w) van f(z) con-

tinu is in b = f(a) en als (d g%ﬁj) £ 0, dan is g(w) differenties
Z=8
baar in b en er geldt:
(g o G
w=b 7=8

Bewijs: We passen het limiettheorema van de samengestelde fun:
tie van blz. an I 62 toe. Omdat g(w) continu in b is, is b verdich-

tingspunt van de definitieverzameling van g(w). Omdat £(z) eeneendui
dig is, is frz%f%ggz gedefinieerd voor alle z £ a uit de definitie

verzameling van f(z), dus is a verdichtingspunt van de definitiever

zameling van §T—%:%TMT . Verder is 1lim g(w) = g(b) = a en

z)~i\a WD
lim 28 =1 3 (Qmiiﬁl) . Verder is g(w) eeneenduidig, dus
z g f(z)-I(a dz "o

uit w £ b volgt g(w) # a. Ve mogen dus concluderen dat

W)-a _1 . (82(2) - g(w)-a
wﬁ"ﬁ%ﬁa"“( &D .+ Meer lim g RSiTRry -

Z=a Wb
= lim w (Mmﬁi_l . Hiermee is het bewijs voltooid.
W~ Db w=b
Op geheel analoge wijze als voor re&le functies ziet men in da’

voor gehele n geldt %E 2% = ng?! (waarbij z £ O voor n<O). Speciael
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geldt dat de identieke functie f(z) = z afgeleide 1 heeft. Verder

heeft een constante functie afgeleide nul. Hieruit volgt dat de af--
n , g k-1

geleide van een polynoom z; akzk gelijk is aan g: ka, z =

wd
o §

= g;) (k+1)ak+1zk . Tevens blijkt hieruit dat een polynoom een

continue functie is.
Ve bewijzen nu twee hulpstellingen.

(6.10) Als de complexe functie £(z) differenticerbasar is in a, als

limz_= limw_= a, en als voor alle n geldt dat Z, £ w,oen dat
n n
n oo n->oo f(zn)-f(w a f 2
a tussen z_ en w_ ligt, dan is 1iv1-n~w-13;~~~w = ( ) .
& . n-—-oo n n z=a
f(zn)~f(a) d £(z) 5
Bewijs: Stellen we &, = "mm"2n~a,”"' e e en n =
f(w_)-f(a)
= nw gy (d f(Zl) , dan geldt op grond van de differentieer -
n zZ=8
baarheid van f(z) dat lim ¢_ = lim 5n:: 0. Omdat a tussen z_ en W
nN-»o00 11— o0
ligt, kunnen we schrijven a = (1- A )zn+ AW, met A refel en
T(z_)-f(w_) (z_-a) ¢ _~(w_-a) §
0 = A_s1. Nu geldt -—-Th--erion - (ﬁ%g—zl) = —f-_—-n_1& n_
n 'n z=8 n 'n
= ln n +(1- n) Jn + Ondat A, en 1- An begrensd zijn, geldt op
grond van (2.5) en (2.6) dat lim (A & + (1= 2 ) Sn) = 0. Hieruit

I - 00
volgt hetgeen bewezen moest wordene.

(6411) Als a en b verschillende complexe getallen zijn, als A een
reéel getal > 1 is, als Mqr Mo BN /43 reé€le getallen zijn, waarvoor
geldt 0 s p, < m, < my=1, als ¢ = (1= X)a+ Ab, als U, =
= (1- #1)a+ Py als uy = (1m,u2)a+/igb, als uy = (1—,u3)a+/13b,
als f(z) een complexe functie is, gedefinieerd op het lijnstuk ab,
als n een natuurlijk getal is en als K een refel getal is, zodat
n \
(u3-c) ~(u1-c)
£(uy)-£(u,)
(uy=¢)P=(u,-c)?
Bewijs: Voor j = 1,2 of 3 gelds (uj~c)n = (A-jpﬁ)n(a«b)n. Hier -

uit volgt dat (ui—e)n, {u2~c)n en (u3--c)n twee aan twee verschillen
zijn. Stellen we nu

z K, dan is

2z K of

(uy=c)=(uy-c)™

K.

v

(uy-0)"=(u,-e)” (A = pap) (A = e )®
P 5 dan is v = = n 5 hieruit
(uB"'C) “"(uur‘a) ( A - f"-‘) ""( A - /""3)
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£(uy)-f(u,)
volgt dat » re¥el is en O<» <« 1 geldt. Verder is “n n
(uBnc) -(u,-c)
f(u,)-f(u,) flu,)=f(u,)
= jn 2 ~ + 2n ! - (1= »). Tare nu

f(u3)—f(u2)
(uy=e)=(uy-c)®

flu -f(u1)

f(uz)wffuj)

(u2~o)n~(u1~c)n

en < K, dan zou gelden

3)
(u3-c)n"(u1"c)n

Ks < »K +(1-»)X = X, hetgeen een tegenstrijdig-

heid oplevert. Hiermee is de stelling bewezen.
We bewijzen nu ecen stelling, die we nog verscheidene malen zu’
len toepassen.

(6.12) Als a en b verschillende complexc getallen zijn, als ¢ een
complex getal is dat op de halve lijn ab, maar niet op het lijnstul
ab ligt, als f£{z) een differentieerbare complexe functie is, waerv:
de definitieverzameling het lijnstuk ab bevat en als n een natuur-
lijk getal is, dan bestaat er een punt E op het lijnstuk ab zodat

£(b)-f(a) L EE)
(b-c)P=(a-c)™ n( g o)t

Bewijs: We construeren met volledige inductie twee rijen com-
plexe getallen ZysZosees N W Woyeoo met de volgende eigenschap-
pent z, = (1= A Jar A b, w = (1= Jasr p b, A

m €0 M, refel,

- 2—m+1 en

O Ap < mp2l Apsdp g s Moo Ppm 2y
boof(wy)-£(2)

(vy=0)=(2-0)"

f(b)-f(a)

(b-c)P-(a-c)P

+» We kiezen Z4 = a en W, = b,

dan is A, =0 en p, =1 en voor m = 1 is aan de vereisten voldaan.
Stel nu dat Zyreesy By €N Wogeen, W gevonden zijn, zodat aan de
vereisten voldaan is. Noem st = %( Aot /Am), den geldt 0= A <u<p € ',
. xm = M=M= %(f‘m” Am) = 2™™, Verder noemen we u = (1= da+ .t
Door (6.11) toe te passen vinden we dat

f(wm)~f(u) I £(b)-f(a)

(wm~c)ﬁ--(n—-c)n (b=c)P=(a~c)?

f(u)~f(zm)

W

(uwc)n*(zm—c)n

f(b)-£(a)
(b-c)P-(a~c)®

Naar gelang van de ongelijkheid welke geldt, kiezen we xm*1 =
Mpe1 = Mg of Ap = A en Hapiq = M - Vervolgens kiezen we

=
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3= (1= Ja+ A_..b en w (%~fﬂm+1)a+/4m+1b. Dan geldt dat

m+ 1 me 1 i 1
en m ., reéel zijn, Os A
- 2«(m+1)+1

M+ 1 w1 M3 A 8 Apiqr MpB e

HMne1™ A en

fw

m+ 1

)-f(z_ )

g

-c)

f(v)-f(a)

(b-c)P=(a-c)? |

m+ 1 m+ 1

(wm+1"0)n“(z

® DB I'ij k1, )&2’“' iS

m+ 1

een monotoon niet-dalende rij reéle getallen tussen O en 1, dus geld.

lim Ay = meb 0% o« g 1. De rij Meqs Mopses is een monotoon
N->o00

niet-stijgende rij reéle getallen tussen O en 1, verder is

lim (;L - A ) = 0. Hieruit volgt lim s =o . Verder is A aumu4m

n-»>o00 m-» 00 o --)\m
voor alle m. Stellen we = (1- «)a+ ab, dan is § = (1= ———c= e
o = Am —)\m
" — et i 1
+ i w, oen Oﬁfﬁﬂ 5 1, dus ligt & tussen z en w  voor al:

a. Verder ligt & op het lijnstuk ab en is W2, = 2"m+1(b-a) £ 0.
We kunnen dus (6.10) tocpassen en vinden _

£(w )-£(z ) (w_~c)?=(z_-c)®
lim -2 - £1(E) en lim o n = n(g =),

11> 00 W%y m-» 0 Wi %n

Daar E op het lijnstuk ab ligt en ¢ niet, is n(§ ~c)n_1 £ 0. Dus
f(w ) f(z ) .

geldt lim  —-~ ~MWH = — SO Hieruit volgt nu direct

msoo (W m—c) ~(z -c) n(g -c)

(8 ) AELPL;RL_L,

n(E —c)n-1 2b~ )P (g=c)™

We merken nog op dat voor n = 1 de ¢ geheel uit de bewezen
ongelijkheid wegvalt. 'egens het bijzondere belang van dit geval
zullen we de stelling hiervoor nogmaals formuleren.

(6+.13) Als a en b verschillende complexe getallen zijn en als f(z)
een differentiecrbare complexe functie is, waarvan de definiticvex

zameling het lijnstuk ab bevat, dan bestaat er een punt g op het
lijnstuk ab zodat ‘f(b “fLml§ [£'(% )|

In deze vorm 1ijkt de stelling een beetje op de middelwaarde-
stelling van de retle differentiaalrekening.
Cpgave 27. Bewijs dat onder de veronderstellingen van(6.12) bij ieder
complex getal A een punt ¥ op het lijnstuk ab bestaat zodat

£(b)-f(a) L E(E)

n m T AR T n-7 ~ A
(b-c)"-(a-c) n(g -c)

nodig een bewijs analoog aan het bewijs van (6.12) te geven. De be.-

. (Aanwijzing: Het is niet
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wering is n.l. op eenvoudigc wijze uit (6.12) af te¢ leiden).

(6.14) Als van een differenticerbare complexe functie £(z), gede-
finieerd op een convexe verzameling X, de afgeleide overal nul is,
dan is f(2z) cen constante functie.

Bewljs: Neemt men twee verschillende punten a en b uit X, dan
kan men (6.13) toepassen omdat X convex is. Er is dus een E in X

zodat liiﬁ%f%iﬁl} & lf'(g )]: 0, dus f(b)=f(a)e. Dus is de functie

constant.

(6+415) Als voor twee differentieerbare complexe functies f(z) en
g(z), gedefinieerd op dezelfde convexe verzameling X, geldt £'(z) =
= g'(2z) voor alle z<X, dan is er een complex getal C zodat g(z) =
= £(z)+C voor alle z ¢ X.

Bewijs: Pas (6.14) toe op de functie h(z) = g(z)-£(z).

Men drukt de inhoud wvan (6.15) wel eens uit door te zeggen dat

een functie door zijn afgeleide op een additieve constante na bepaald
is.

§ 7. Rijen van functies.

We beschouwen een oneindige rij f1,f2,... waarvan elk element
een functie fn(x) iss Ve veronderstellen dat alle functies fn(x)
gedefinieerd zijn op een zelfde verzameling X in een metrische ruim-
te E met metriek p en dat de functiewaarden van alle functies f (x)
in degelfde metrische ruimte F met metriek o liggen. e bespreken
het begrip convergentie voor dergelijke rijen functies. Kiest men
een punt a in X, dan is de rij f1(a), fz(a),... een rij punten van
F, waarvoor we het begrip convergentie kenncn, Als deze rij voor
iedere keuze van a in X convergent is zullen we de rij functies con-
vergent noemen. Dit leidt tot de volgende definitie.

Ae De rij functies f1,f2,... he'et( puntgewijs) convergent met
limiet £ (lim f -f), als bij iedere aeX en ieder refel getal € >0
een natuurﬁljk getal N bestaat zodat voor n > N geldt o(f (a),f@)<e.

Dit begrip convergentie valt niet onder het vroeger behandelde
begrip convergentie van rijen punten in een metrische ruimte. Welis-
waar kunnen we de verzameling van de functies gedefinieerd op X en
met functiewaarden in F vormen, maar in deze verzemeling hebben we
geen metriek ingevoerd. e kunnen dit op de volgende wijze proberen
te doen. Beschouwen we twee dergelijke functies f en g en een ele-
ment a van X dan is o (f(a),g(a)) een resel getal = 0. Van de z0 ver-
kregen re¥le getallen wor alle a in X vormen we de bovenste grens

en noemen deze sugx o(f(x),g(x)); dit is een redel getal of + co .
Xe
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Als er +eoc uitkomt, kunnen we het niet gebruiken; als er ecn reéel
getal komt is het bruikbaar voor cen metriekdefinitie als volgt.
Als een verzameling K bestaandc uit functies, die gedefinieerd
zijn op X en hun functiewaarden in F hebben, dusdanig is, dat voor
ieder tweetal elementen f en g ven K geldt dat supx<r(f(x),g(x))
een refel getal is, dan definieert t(f,g)=8u§xeo'(f(x),g(x)) een

xeX
netriek t© op K.

Dat de ecrste twee eigenschappen van een metriek (zie blgz. an I
50) vervuld zijn, is evident (uiteraard heten twee functies f en g
dan en slechts dan gelijk als voor alle xeX geldt f(x) = g(x)). Voor
de derde eigenschap gaan we als volgt te werk. Kies een aeX, dan
geldt voor drie functies f,g en h uit K dat o (f(a),h(a))=s
=o(f(a),g(a))+ a(gla),h(a)) = sup o(f(x),8(x))+sup o (g(x),h(x))=
= T (fyg)+ T(g,h). Daar dit vooFifdere a in X gefd%% geldt ook

T (£,h) = supxc(f(x),h(:c)) s T(f,g)+ t(g,h).
X e
In een dergelijke verzameling K bestaat nu een convergentiebe-

grip gebaseerd op de metriek T . In die zin is een rij functies
f1ff2v"' convergent met limiet f (waarbij al deze functies in K
liggen) als bij ieder retel getal €>0 een natuurlijk getal N be-
staat zodat voor n>N geldt t(fn,f) < € 4 Het is makkelijk in te
zien dat dit op hetzelfde neerkomt als de volgende definitie.

B. De rij functies f,, f,,sss heet uniform(of gelijkmatig)
convergent met limiet f, als bij ieder redel getal & > O ecn na-
tuurlijk getal N bestaat zodat voor n>N en allec ge X geldt

o (fn(a),f(a)) < &
Opgave 28. Bewijs dat als f1,f2.... en £ tot een verzameling K als
boven behoren, de rij f1,f2,... dan en sleohts dan uniform conver-
gent is met limiet f als deze rij convergent is met limiet f in de
zin van de metriek T .

We merken op, dat definitie B ook kan worden gebruikt als men
niet beschikt over cen verzameling K als hierboven beschreven.
Vergelijken we definities A en B dan zien we het volgende essentiéle
verschil: bij A mag N van & en van a afhangen, bij B mag N van ¢
afhangen, maar niet van a. Hicraan zien we dat de volgende stelling
evident is.

(7+1) Een uniform convergente rij functies is convergent.

We laten nu aan een voorbeeld zien dat het omgekeerde wvan (7.1)
niet geldt. Neem als definitievergzameling het open interval (0,1)
en fn(x) = x%. Mu geldt voor O<a <1 dat lim o = 0 (3.7), dus

N 00
de rij functies is convergent met als limiet de functie die overal
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mil is. De rij is echter nict uniform convergent.Ware dit n.l. wel

: 2 N+1 .

zo dan was er een N zodat voor n> N gold a® < +% o 8speoiaal % 1 < o

voor alle a met O< a < 1. Dit is echter in strijd met lzm1 = 1.
XK -

Naast het begrip convergenserij lunncen we nu ook het begrip
fundamentaalrij beschouwen. Ve komen dan tot de volgende definitics.

Cs De rij functies f1,f2,... heet een fundamentaalrij als bi]
jedere ae X en icder redel getal e > O ecn natuurlijk getal N be-
staat, zodat voor n>N en m>N geldt a’(fn(a), fm(a)) < & .

Ds De rij functies f1,f2,... heet een uniforme fundamentealri]
als bij ieder redel getal & >0 een natuurlijk getal N bestaat,
zodat voor n>N, m>N en alle aeX geldt o (£ (a), £ (a)) <& .

Voor functies uit een klasse K als boven stemt definitie D
overeen met het begrip fundamentaalrij t.o0.v. de metriek T .

(7.2) Een uniforme fundamentaalrij functies is ecn fundamentaalrij.
(7.3) Een convergente rij functics is een fundamentaalrij.
(7.4) Een uniform convergentc rij functies is een uniforme fundamcn-
taalrij.
(7«5) Als de ruimte F, waar de functiewaarden in liggen, volledig
is, is ecn fundamentaalrij functies convergent.

De bewijzen van deze vier stellingen zijn zo eenvoudig, dat we
ze overslaan. lets moeilijker is het bewijs van de volgende stelling.

(7+6) Als de ruimtc F, waar de functiewaarden in liggen, volledig
ig, is een uniforme fundamentaalrij functies uniform convergent.
Bewijs: Dat de rij functies f1,f2,... convergent is volgt uit
(742) en (7e5). Noem dc limietfunctie f. Bij een redel getal &> O
is een N1 zodat voor n»> N1 en m:»N1 en alle aeX geldt
0‘(fn(a),fm(a))<-%e . Voor een aeX is een N, (die vaen a kan afhangenl!)
zodat voor m>N, geldt <r(fm(a),f(a))<-§£ « Als M=1+max(N1,N2), dan
geldt voor n>N, dat o (£ (a),f(a)) s o (£ (a),fy(alk o (£ (a)fla))<e.
Bij & 1is dus een N1 gevonden zodat voor n:>N1 en alle ae X geldt
g (fn(a),f(a))< € . De rij is dus wniform convergent.
De limiet van een convergente rij continue functies behoeft
niet continu te zijn. Neem als definitieverzameling het gesloten in-
terval (0,1) en £.(x) = x%. Deze rij functies is convergent; voor
de limietfunctie f geldt f(x)=0 voor O=x <1 en f(1)=1. De functies
fn zijn alle continu, maar de functie f klaarblijkelijk niet. Voor
uniform convergente rijen functies evenwel geldt de volgende stelling,
die de voornaamste rechtvaardiging is van de invoering van het be-
grip uniforme convergentie.

(7+7) Als de rij functies fgrfgr"' uniform convergent is met limiet
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f en als alle functies fn continu zijn in het punt a, dan is f ook
continu in a.

Bewijs: Bij een rclcl getal >0 is een N godat voor n>N e¢n
alle be X geldt o (£ (b),£(b)) < %—e. Omdat fy, ., continu is in a,
is er een redcl getal &> 0 zodat voor xe X met p(x,a)<8 geldt
o (fN+1(x),fN+1(a)) < %—a . Voor die x geldt nu ook o (f(x),f(a))s
& c(ﬂxhghﬁx%-d(%4#xhgwﬁan+ Gﬁhyﬁw,ﬂan<&.IM8
f is continu in a.

We bewijzen nu de volgende hulpstelling.

(78) Als X ecn compacte metrische ruimtc is, bestaat cr een reéel

getal L zodat p(x,y) 2L geldt voor alle x en y in X.
Bewiis: Uit de hulpstelling onderaan blz.an I 57 volgt dat er

een eindig aantal punten Byyese,by in X bestaat zodat ileder punt
van X tot minstens een van deze punten een afstand < 1 heeft. Noemen
we nu L1 het grootste van de getallen 9(31’33) als 1 en j alle ge-
tallen van 1 tot n doorlopen, en L = L1+2. Nemen we nu twee punten
x en y in X dan is er een ay zodat ;D(X,ai) < 1 en een a, zodat

P (y,aj) < 1. Dan is  p(x,y) & p(x,a;)+ p (ai,aj)+ ;D(aj,y)<

< L1+2 = L.

(7+9) De verzameling van alle continue functies, gedcfinieerd op
een vaste compacte ruimte L en met functiewaarden in een vaste mec-
trische ruimte F, vormen cen metrische ruimte R ten opzichte van

de metriek T , gedefinieerd door T (f,g) = sup o(f(x),g(x)). Als
XxeX
bovendien F volledig is, is R ook volledig.

Bewijs: Ve mocten cerst bewijzen dat sup o (f(x),g(x)) een
Xxe X
reéel getal is. e nemen daartoe twec willekeurige continue functies

f en g, gedefinieerd op X en met functiewaarden in F. Laat de ver—
zamelingen van hun functicewaarden Y respe. Z zijn. Dan zijn Y en 2
compact (6.1), dus op grond van (7.8) is er ecn redel getal L, zodat
o (f(xT),f(xz))a L, voor alle x, en X, in X en een rec¥el getal L,
zodat <r(g(x1),g(x2))al? voor alle x, en X, in X. Neem een wille-
keurig punt a in X en noem L, = o (f(a),g(a)). Voor een willekcurig
punt b in X geldt dan

o (£(v),g(v)) s o (£(b),f(a))+ c(f(a),g(a))+c(gla),g(v)) ﬁL1+L3+L2.

Dus .is supx<r(f(x),g(x)) een redel getal = L1+L3+L2. Uit de hierbo-
Xe

ven gegeven beschouwingen over een verzameling W volgt dan, dat T
een metriek definieert. Veronderstel nu dat F volledig is. Laat
fa'fa"" een fundamentaalrij zijn ten opzichte van de metriek T .

Dan is de rij een uniforme fundamentaalrij en dus op grond van (7.6)



an II 44

uniform convergent met een limietfunctie f die op grond van (7.7)
continu 18 en bovendien de limiet is van de rij ten opzichte van de
metriek —. Hlermede is het bewijs voltooid.

In het bijzonder volgt hieruit de stelling geformuleerd op blz.
an I 57, waarblj de eis, dat de functies begrensd zijn door een vaste
constante nog kan vervallen,

Opgave 29. Bewijs dat de rij functies fn(x) = x(1-x) gedefinieerd op
het gesloten interval (0,1) uniform convergent is,

Opgave 30. Bewljs dat de rij functies fn(x} = nx"(1-x) gedefinieerd on
het gesloten interval (0,1) convergent maar niet uniform convergent is.

We behandelen nu een stelling over de differentieerbaarheid van
de limiet van een rij differentieerbare functies,

(7.10) Als fas f@"" een rij differentieerbare complexe functies is,
alle gedefinieerd op dezelfde convexe verzameling X, als de rij
f%,fé,... der afgeleiden uniform convergeert met limiet g en als er
een punt a in X bestaat, zodat fq(a), fe(a),...convergeert, dan conv:.
geert de rij f 2,... met een limiet { die differentieerbaar is en ¢
als afgeleide heeft.

Bewljs: We bewljzen eerst, dat Iq,fq,... convergeert, Voor het
punt a 1is dit gegeven, we nemen dus een b#a in X. Omdat X convex is
kunnen we op de functie im—fn stelling (6.13) toepassen: er is een
punt g in X zodat

ifm(b) - fn(b) - fm(a) + ( )
b-a

5 ,
= [ r(E) - (e |

m

Op grond van (7.4) is de rij fi, £5,... een uniforme fundamentaalrij:
bi] een rebel getal &> 0 bestaat een Nq, zodat voor m > Nq en n > N1
en alle z in X geldt lf&(z)«fé(z)}< ET%?E% . Verder is de rij

Fﬁ(a), fg(a),... een fundam@nt”alrij, dus is er een N, zodat voor
m>N, en n>N, geldt ﬁfm(ﬂ) - a)] < 2¢ . Noem N de grootste van N,
en N, dan geldt voor m> N en n>N dat |f (b) - fn(b)ié

£,(0) = £,(b) - £ (a) + £ (a)] +]r (2) - £ (a)|= |b-a] [£2(8) - £1(8)]

+jfm(a) - fn(a)l«aa. De rij f£,,f,,... 1s dus een fundamentaalrij en
dus op grond van (7.5) convergent., We bewijzen nu de differentieerbaa:-
heild van de limietfunctie f in een willekeurig punt b van X met afge-
leide g(b). Da%rfo? ¥o?m3n we de rij functies Pas Pose-e gedefinieerc
door ¢ (z) = voor z#b en ¢ (b)= fi(b). Dan is ¢ continu
(ook in b). Voor een willekeuvige c#b in X geldt dan op grond van (6.13°
dat er bij de functie fm”fn een 7 in X bestaat, zodat

fale) = £,(c) - £.(b) + £ (b) |

o = [eat) - e
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Verder 13 er bij een re¥el getol & >0 con ijvd“*vooﬁ myﬁfn n%ﬁj

z in X geldt f'(z) vH < ¢ . Voor deze m en n en voor c#b geld”
dan |, (c) - @ﬂ( )im

f (c) - £ (b) = € (c) + £ (b)] ) “
m m n n | < %fé(%) _ fé(n)t s

C-p P

verder geldt |¢ (b) - ¢ (b)) = |£i(b) - £/(b)] <& . De rij 95, 95
is dus een uniforme fundamentaalrij en dus op grond van (7.6) unifo.u
ronvergent met een 1imlet£uwﬁtic ¢ die op grond van (7.7) continu ir
Voor z#£b is nu 1%¥EQ- en ¢(b)=g(b). Omdat ¢ continu is,
seldt Lin fi%%jﬁ - g(b), dus H}C{) ,.p = 8(b). Dus f 1is difforen-
tiecrbaar met g als afgeleide,

De in (7.10) gevonden betrekking kunnen we ook als volgt s:hrijren

df _(z)
1im 82 - = g% lim £ (z). Men drukt dit wel uit door te zegren, d-ot
W i £ )= OO

onder de veronderstellingen van (7.10) limietovergang en di firrentiﬂ"*
verwlsseld mogen worden, 1

, : i . ’
Orgzave_31, Bereken 1im n(x -1) voor re¥le x>0 met behulp /an (7
N - o0

§8. Reeksen van functies, Machtreeksen

e beschouwen nu reeksen [ f, van complexe funciie:. Op de ri
g |
n

g o

Fq, F.y... der partiBle sommen gedefiniersrd door Fn: - fk kunnen
Lo
k=<
toepossen hetgeen in de vorige paragraaf is behandeld. .0 noemen we )

rzeks functies can en slechts dan convergent resp, uniorm convergen
als de biljbehorende rij der pnrtitle sommen convergen' resp. unifora
convergent i3, De daarbij gevonden limictfunctie noemn we de somfunct
van de recks. Op grond van (7.4) en (7.€) is een ree:s dan en slechtn
dan uniform convergent ~ls de rij der partigle sommn een uniforme
fundamentaalrlj is. Door dit met (3.1) te combineren vinden we de vol-
rende stelling.

{7.1) Een reeks ¥ f_ van functies gedefinieerd oo X is dan en sle h%s

“~n
dan uniform conve@gent als bij leder retel getal ¢ > O een N te vin n
ic, zodat voor alle n > N, willekeurige natuurlije p en alle ze X -~ ¢
jEhay L
gkmﬂ%?

Het majcrartcriterium voor uniforme conve gentle luidt als volgt
(8.2) Als ZZfﬂ en 7 g, reeksen van functie: zijn, gedefinieerd op X.
n n

a.s gﬂ(z) retel en 30 voor alle n en zlle <X, als er een N bestaat
zoda’ voor n> N en alle z e X eeldt zfn:z)} + g,(z) en als Z g, unif~mn
convergent is, dan is l%ffn uniform ronvercont, n
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n+p
Bewijs: Voor n>N geldt § 7 i Vi

B
xF

=
{
H
=
o
=
e
B
Y
%
g,
]
i

. gk(z:) .
k=n+1
Met behulp van (8.1) vinden we hetgeen te bewljzen was,

Een belangrijk specinnl geval van (8,2) ontstaat als gn(z) voor
alle n een constante functle M, is. Als %; Mn convergent 1s, 1s deze
reeks, als reeks van functies opgevat, natuurlijk ook uniform conver-

gent, Dit geeft de volgenrde stelling,

(8.3) (Criterium van Welerstrass), Als f, een reeks van functies
is, gedefinieerd op X, nls /. Mn een coﬂvergente reeks met reéle ele-
menten & 0 18 en als er een N bestaat, zodat voor n>N en alle ze X

geldt lfn(z)} s M, dan is %; £, uniform convergent.
Als voor een reeks functies J fn 2lle functies fn continu zijn

dan zijn de parti¥le sommen nls sofMmen van een eindig aantal continue
functies ook continu, Door toepassing van (7.7) vinden we
(8.4) Als de reeks functles J f, uniform convergent is en als alle
fn continu zijn dan 1s de somfunctie ook continu,

Ook stelling (7.1C) kunnen we, gebruik makende van het feit dat
de afgelelde van een som gelijk is aan de som van de afgeleiden, voor
reeksen vertalen:

(8.5) Als van een reeks 7 f, 2lle functies f gedefinieerd zijn op
-

eenzelfde convexe verzameling X en differentieerbaar zijn, als %; FA
uniform convergeert en 2ls er een punt a in X bestagt, zodat 7~ Fn(a)
n

convergeert, dan convergeert 7 f en er geldt dé' th f.(z) =
) n O Z nN= ]

= 2 dg £.(z).
n=4 "

Men drukt dit wel ult door te zeggen, dat onder de veronderstel-
lingen van (8.5) een reeks termsgewijs gedifferentieerd mag worden.
We bewiljzen nu eerst een hulpstelling.
(8.6) Als a

A4y Ans... CED LY reéle getallen 18 en C 1is een redel getnl
2 0, dan geldt als lim sup 1, €en retel getal is, lim sup Ca_=

- 00 ' N~ o0 n
= 0 1lim sup a, en als lim sup a,= 0 en C»0, 1lim sBup Canﬂ oo,
N2 OO0 jeRs el - o0

Bewljs: Stel eerst dat 1lim sup 2, een retel get2l is. Als C=0 1s dc
bewering evident, As"T B0 volgt de bewering makkelijk uit (4.7)
en uilt het feit, dat voor een convergente rij bq,bz,... en een getal K
geldt lim Kbnm K 1lim bn‘ Als 1im sup a,,% o0 volgt de bewering uit het

T} e 00> 1) ~am OO N> o0
feit, dat ult lim C,=©00 en C» 0 volgt lim Jcnz o0 .
1 - 00 1l - 00

Een belanggijk speclaal geval van reeksen van functies vormen de

machtreeksen %go anzn. Hierbij is de term met n=0 als een constante op

te vatten, d.w.z, we maken de afspraak Cezﬂ. Voor z=0 is de reeks con-



vergent met som Tye Passen we het criterium van Cauchy toe dan vinden

nx,...,m
we, dat de reeks absoluut convergeert als lim sup 33§\\Wﬁnim
n n Vs o0 4 ) ——
= lim sup \/T;ﬂz | <1 en divergeert als lim sup |zl M/iﬂnim

Tl OO : Tt

n e N :
= 1lim sup ]ﬁﬁzn§ > 1, Als 1lim sup \Jw}an\ een redel getal is dan
Tt 0 Treon n - ) ¢ I

volgt uit (8.6) dnt lim sup |z| ‘Q/%mn§wi?§ lim sup \y[im

2|
- o0 ety OO

n S
Als lim sup \yfinﬁg cen retel getal >0 1s, dan volgt uit het vooraf-

1~ Oy
gaande dat voor de complexe getallen z waarvoor geldt
{zl« 1 — de machtreeks absoluut convergeert envoor de
lim sup \/ EW
T 0O 1
complexe getallen z waarvoor geldt {z|> = de machtreeks
lim sup \/{an\
n- N-» 00
divergeert., Als 1lim sup \/ ln ! = 0 dan convergeert de machtreeks ab-
[-» o0 n m —
soluut voor alle complexe 2z, Als 1lim sup iani: o, can volgt ult
) N> 00
(8.6) dat de machtreeks divergeert voor alle complexe ‘#0. Noemen we
n R = 1 €N maken we de afspraak, dat v2 R=o0 stellen
1im sup \/ mni!
N-»00 . . ¢ ——
als lim sup ‘V’;an{x 0O en R=0 als lim sup \V' §an}m « , dan kunnen we
N 60 - o0

hetgeen gevonden is als volgt formuleren,

N n _
(8.7) Een machtreeks /. a,z 1is absoluut convergent vocr lzl< R en
n
: N 1
divergent voor |z|> R, wrarin R bepanld wordt deor 3= T
lim sup \/}ang
N+ o0

De R in (B.7) noemen we de convergentiestrasl van de machtreeks.
De cirkel bepaald docr |z| =R heet de convergentircirkel van de macht-
reeks, Het gebied beprald door {z! <« R, waarvan w: aangetoond hebben,

dat de machtreeks er absoluut convergeert, i3 vocr refle R> O een open
cirkelschijf (voor R= o 15 het het hele complexe vlak). We merken nog

op, dat we over het gedrag van de machtreeks vocr |zl =R nilets bewezen

hebben. Hiervoor zijn ook verschillende situnties mogelijk. ‘
ba. |
Uit (5.%) volgt nog, dat als lim i“ & § vestaat, de convergentie-

Neseo "N+t

straal R van de machtreeks ook gevonden kan worden uit

a
R = 1lim . Dit geldt ook als deze limiet O of oo 18,
Nespoo ' N+l

We geven enkele voorbeelden van machtreeksen. De meetkundige reeks
7 z" 1s een machtreeks met R=1; voor |z| =1 is de reeks divergent.
n

2
Voor 2{ 12 z" geldt R= lim Lﬂiglw =1; voor |z| =1 18 de reeks abso-
n n n-+o n°
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e . - Ln i
luut convergent, omdet .. -, convergeert, Voor / — 2 geldt R=wo
n n° - n n!
5 1 n . e & 4 1y ¢ . (sl el 5} kc& ]
en voor /. n.z geldt R=0., Het is ook mogelijk, dat een machtreeks op

n
sommige punten van zijn convergenticcirkel convergeert en op andere

) 1 .n
divergeert. Zo zullen we loter kunnen bewljzen, dat de rceks ZZ o
convergeert voor alle z met |z| =1 behalve voor z=1,
« - n
We kunnen ook nlgemencre machtreeksen van de vorm J_ an(z*a)
beschouwen, In het voorafgaande vervange men dan z door 2-a. We vinden
dan absolute convergentic binnen een cirkel met middelpunt a en stranl
R Ll

Een machtreeks ZZ ﬂn(2~ﬂ)n met convergentiestraal R >0 bepaalt

n
f=e ]

cen functie A(z)= 7 an(z-ﬁ)n gedefinicerd voor |z-al < R. Van dezc
n=0

functie zullen we dec diffcrentiecerbaarheid aantonen. We laten hieraan

nog de volgendc stelling voorafgaan,

(8.8) Als R de convergenticstraal is van 7 a
n

waarvoor geldt Oz r <R, dan convergeert dc reeks uniform voor de verza-

meling der punten z bepaald door F»“I‘ r.

Bewijs: Als lz-a] £ r, dan geldt |a (z- )| = ganszz»a{r‘glmné e,

n : o A ,
Omdat r <R, convergeert ./ lan§ r . Op grond van (8.3) convergeert dc
n
o % B n 9 4 ~ 7 ey
reeks a (z-2)" uniform voor |z-a| = r.
n

n
,(z-2) en pr een retel getal

Voor r=R behocft (8.8) niet te gelden. Zie opgave 32,
Opgave 32. Bewijs dat 7 2" niet uniform convergeert voor 1zl < 1,
n

Om de differcnticerbrarhcid van de door een machtreceks voorgestel-
. - , n
de functie te bewijzen, willen we (8.5) toepassen. De recks 7 a_(z-n)
n
convergeert in ieder geval voor z=a. De recks der afgeleiden
n-1 «
Zinﬁ (auﬂ) ‘heeft dez.lfde pnrtifle sommen (mct do index coen cenheid

VuPSLhOVun) als dc machtricks 2. (n+1) mn+1(uwﬂ) . Last d¢ convergun-

n

ticstraal van decze laatste machtreeks R, zijn, Stel cerst R, > 0, dan is
o0

g(z) = 7. (n+1) a q (z-2)" gedefiniceord voor |z-a) < R,. Kics cen
h=0 n+ 1

refel getal r waarvoor geldt O«:r‘<R1, dan is voor |z-al # r d¢ macht-
reeks die g(z) bepaalt uniform convergent. Omdat cen cirkclschijf con-

vex 1s kunnen we (8.5) toupassun, hetgeen oplevert dat J a, (z-2)"

L]
voor |z-al s v convergent is con dat -0 3ﬂ(3~a)nn

SIE=Y

d

= Zzg (n+1) an*q{z~a}ﬂ. Daar dit voor ledure positicve r< R, geldt, is
Viss

T .
Z_a,(z-a)" convergent voor |z-a< Ry, d.w.z. voor de convergentie-
4 n
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straal R van deze machtreeks geldtf&gﬂﬁ. (Deze laatste conclusie geldt
uiteraard ook als qua). De hierboven aangetoonde termsgewijze differen-
tieerbaarheid voor |z-a|s r geldt nu ook voor 32wa3<‘R1. Neem hiertoe
een willekeurige » met |b-a|« R, en kies r zo dat Ib-al < r <R, (b.v.
‘w%(ﬁq+ [b-al )). Beperkt men nu z tot die waarden waarvoor geldt
{z-als r, dan volgt de termsgewijze differentieerbaarheid ult het hier-
boven bewezene, Voor alle complexe z met |z-b}< r-lb-al geldt echter
jz-a) £ |z-b|+|b-al<r. Als men in de differentieerbaarheidsdefinitie

op blz. 34 de § nu in ieder geval zo kiest, dat d< r-|b-al , dan volgt
de termsgewijze differentieerbaarheid in b nu ook als z de verzameling
Sz~at<.81 doorlocpt. (Hetgeen we zojuist aangetoond hebben komt neer op
het feit, dat voor differentieerbaarheid van een functle 1n een punt
alleen de argumentwaarden van de functle in een omgeving van dat punt
van belang zijn). Tenslotte tonen we nog aan dat R=R,. Daar we al weten

1
dat;Fi§R4 is, 18 het voldoende om R§?Llaan te tonen, d.,w.z,

n n 1) o
1im sup V ianig lim sup \JF (n+1) ]an+q]. Als lim sup \\/ians = o0
- o0 o 00 N 00

n
is de bewering evident. Stel daarom lilm sup WV !&nl =C een reBel getal
z 0., Bij een rekel getal &> 0 bestaat dan een N, zodat voor n >N
n 1 o] 1
geldt \/1anl<c+g& . Voor deze n geldt dan ook \vfmin+1)ian+q§m
n+1 n+1 N+

n n e
= \/ n+ { \\/m]am/‘l)r2 < n+1(c+se) 7. Voor n-owe nadert dit
o n
n n_. \/
laatste tot c+he , omdat lim V n+l= lim \/ nl _ 1. Er 1s dus

1= 0O n 100 Eﬁ n

een N2 zodat voor n:»NQ geldt n+1 (c+ie) " < c+e. Noemen we N

de grootste van N, en N, dan geldt voor n>N dat \Q/ (n+4)ian+1]< c+ e,

Hieruit volgt lim sup {7 (n+ﬁ)tan+q§§<:, hetgeen te bewljzen was,
N 00

Hetgeen nu gevonden is vatten we samen in de volgende stelling.
n
(8.9) Als R>0 de convergentiestraal is van de machtreeks 7 an(z—a) ,

<0 n
dan 1is voor |z-al< R de functie A(z)= g;e an(z~a)n een differentieer-
g -
bare functie, waarvan de afgeleide de functie géé (n+1) an+q(z~a)n is,

behorende bij de machtreeks, die uit de oorspronkelijke machtreeks ont-
staat door termsgewijs differenti¥ren, De lzatste machtreeks heeft ook
convergentilestraal R (dit laatste geldt ook als R=0).

Het spreekt vanzel?, dat men op de afgeleide weer dezelfde stel-
ling kan toepassen, Zo kan men met volledige inductie makkelijk bewi -
zen, dat de door een machtreeks voorgestelde functie binnen zijn conver-
gentiecirkgl willekeurig vaak differentieerbaar is met als K afgelelde
A(k)(z)m ggé iﬁ%&lﬁ an+k(z~a}n (hierin is opgesloten de afspraak 0l!=1).
Als we afspreken; dat de nulde afgeleide van een functie gelijk 1s aan
de functie zelf, geldt deze lormule ook voor k=0,
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We merken nog op, dat uit (8.9) volgt dat een door een machtreeks
voorgestelde functie binnen de convergentiecirkel “mn% ?u is,

-~ r % 3, » k
Opgave 33. Bewijs de hierboven gegeven formule voor A'"/(z). R
o
. 1.0 7 (n! LN
Opgave 34, Bepaal de convergenticstralen van %; -nZ €n Aﬁ = AR
N !
§9. Reeksen van Taylor,
o We willen trachten ecen gegeven functie f(z) als een machtreeks
‘w" "
é:e an(z~a)n te schrijven, We weten al, dat als dat kan, dus f(z) =

i

SO
N ae oK)y 7 n+k )l RS
Lo @ﬂ(z -a) , dan geldt f gbg = £ ﬁ”ﬁTl" an*k(z a) , dus
(

2 .(n),
1‘(k),{m) e k!ﬂk, 'jUS ‘F(Z)x Y%Z;“C i__-n_‘_“_l__

*

z-2)". Als het dus mogelijk

zal blijken een bepanlde functic als een machtreeks te schrijven, zol
het in die gedaante mocten zijn,

We proberen cerst vast te stellen hoc gocd de benadering is als
we een partile som van bovenstaande machtroeeks nemen. We vepronder-

stellen, dat £(z) op het lijnstuk ab n ma:1 differentieerbaar is en wec
-

p(k)(ﬁ )
noemen R_(b)=f(b)- Zi; L"KTL;l (b—ﬂ)k de n° restterm van f(z) in het
¢} k=0 . 1 - Ay
\ P
punt b. Dan is de functie g(z)=r(b)- gg; £ - = (b—x)k gedefinieerd

op het lijnstuk ab en diffapartiﬁermwar; er geldt g'(z)=

- k+1), (n) e
- - f{: iﬁ”ﬁT—Lil (b- (h-z)k'1 - %H:#TT(b z)" ?.

k=0
We passen hicrop (6,13 dus cen punt § op het lijnstuk
ab zodat |g(b)-g(n)| & v-2{lg' (&)} . Nu 1s g(b)=0, g(a)=R,(b); dus

Rn(b)}g %%E%TT fb-g| 07 §?<ﬂ)(§)§ . Dit heet de restschatting van

i«ﬂ

uchy. We kunnen deze 1n een icts anderc gednante brengen door te
schrijven E=(1-9) a+ ¥ met retile $ en C 5921, doan is b-E =
=(1-%)(b-3), dus |R (b)|= Tf?%i (1.5 )7 lf‘<ﬂ)(f:+-%(1>—“7))i;.
Voor re¥le functics kon men door inplaats van (6.13) de middelwaarde-
stclling van de diffuPCHt““ﬁlr{zlhln’ toe te pnssen lets meer kriljgen,
n.l. R (b) = b B (ﬂ %)T’ f( )(3+&%th)) met 0 <¥ <« 1. Hiervoor
behoeft f(x) in de @indpunt@n a en b von het interval slechts n-1
maal differentieerbaar te zijn mitsde (n-1)“ afgeleiden daar continu
zijn. We hebben nu de volgende stelling verkregen.
(9.1) (Restschattingsstelling van Cauchy) Als een functie f(z) gedc-
finieerd is op,egn % i ituk ab en n maal differenticerbaoar is en

R, (b)= £(b) - Ei: fwﬁTlml b»a) , don is er een punt § op het lijnstuk
ab zodat g@ldt

Ry(0)] 5 55y, [o-54 ™" [(P)(g)]
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anders uiltgedrukt: er is een re¥el getal & met Og ¥s1, zodat geldt

IR, (b)] = %g;;%? (1= | £() (ax 8 (b-a)) |
Als f(x) een retle functie is, gedefinieerd op het scgment ab, die
n-1 maal differenticerbanr is met continue afgeleide en op het open
interval ab n maal diffcrenticerbaar, dan 1s er een retel getal & met
0<«<H¥ <1, zodat geldt

b) = g:a n (1-9)"-1 f(”)(a«»&(b..n)).

Rn(
We willen nu nog een tweede restschatting aflelden., Hlertoe nemen
we weer aan dat f(z) op het 1lijnstuk ab n maal differentieerbaar 1s en
defini¥ren Rn(b) en g(z) als boven. We passen nu (6.12) toe op g(z) en
op het lijnstuk ac, waarin ¢ een punt tussen a en b 18 dat tussen a en
b ligt maar #a en #b is., Dan ligt b op de halve 1lijn ac, maar niet op
het 1ijnstuk ac. Uit (6.12) volgt nu dat _er een punt 3 op het lijnstuk

ac ligt, zodat 5ic)“¥(g) < A . Schrijven we de boven-
| (c=b)"-(a-0)" | = In(3-p)""

ste grens van de getallen [f " (z)i als z het lijnstuk ab doorloopt als

sup lf(n)(z)i, dan volgt uit het bovenstaande dat
Z tussen
aen b

- |
| £(b) - 2_0 f—(;?-ﬁﬁl (b-—c)ko Rn(b)‘

(c-b)" - (a-b)"

if(n)(ﬁ)k < %, sup !f(n)(ﬁ)i.
' ‘ * z tussén
a en b

2
n

1
e

Het eerste 1id van deze ongelljkheid is een continue functie van ¢, het
laatste 1id hangt n%gt van ¢ af, Door ¢ tot b te laten naderen vindt
men }Rn(b)i-g iEl%%» sup ;f(n)(z)i . Dit heet de restschatting van
‘ - * 7 tussen
a en b

Lagrange. Evenals in het vorige geval kunnen we deze in een andere ge-
daante brengen door te schrijven z=(1- J)a+ ~*b, dan doorloopt ~de re®-
le getallen tussen O en 1, Het geval dat { een re¥le functie 1s, is 2l
in de cursus analyse I behandeld (an I 78). We hebben dus de volgende
stelling verkregen.

(9.2) (Restschattingsstelling van Lagrange). Als een functie f(z) gede-
finleerd is op een lijnstuk ab en n maal differentieerbaar is en
ngﬁ f(k) A

R (D) = £(b) - 3 (b-2)%, dan geldt
k=0 *
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, N v
! bHwnt n
R, 0)] s L2 suo el
‘ z tussen
7oen D

anders uitgedrukt:

Y ; .
iﬁn(b)i s "';%T‘LL'U sup gs‘(“)(mr&(bnn))j.
Als f(x) een re¥le functie is, gedefinieerd op het segment ab, die
n-1 maal differentieerbaar is met continue afgeleide en op het open
interval ab n maal differentieerbaar, dan is er een re¥el getal Fmet
0 <'@<ﬂ, zodat geldt

R, (b) = Q%i’,ﬁ f“(n)(rw H(v-2)).

We merken nog op dat de restschatting van Lagrange grote gelijke-
nis vertoont met de eventuele volgende term van de reeks.

We keren nu terug naar het probleem van het voorstellen van een
functie door een machtreeks, Als f{z) op het lijnstuk ab willekeurig
vaalt differentieerbaar is, dan is Hn(b) pedefinieerd voor alle natuur-

lijke n, Als nu geldt lim Rn(b)xo, dan volgt daaruit
N2 oo

ez plk)(, Kk

f(v) = 7 4~ETL+l(b—a) , dus dan i1s f(z) in het punt b door een
ﬁz(} "t

machtreeks voorgesteld, Om 1Lm Rn( b)=0 te bewijzen kunnen bovenstaan-

de restschattingen soms oé%e diensten bewijzen.

'(n) -

Een reeks i»ﬁviél (z-2)" heet een reeks van Taylor; als a=0

n ®
ook reeks van Mac Laurin,

Als voorbeeld nemen we f(x)zex gedefinieerd voor alle redle x.
Dan is f( )( )=e* en f(n)(O)zﬂ voor alle natuurlijke n., We vinden nu
‘ n b

dat eP= 2%3 E7'+ R, (b). De stelling van Lagrange geeft R (b)m-gm e
K & ni

met 0 < <1, Nu is e AD in leder geval beyrensd als A het interval
(G 1) doorloopt (wegen% de monotonie van e* varieert het tussen 1 en

e ), verder is lim ET =0 (ga dit na). Dus lim Hn(b)zo voor alle
n-=o0 ° - oo
rele b, Hiermee is de volgende stelling gevonden:

(9.3) Voor alle red¥le x geldt

X & Xn X xg X3 XL‘.
€ QZ. quﬁi*-z—**—e—i“gw‘}‘.a.
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Speciaal is

o,
&‘m;} -1 3:”*1*14‘;* %H+'.. s
P n! 2

Waarschuwing: Opdat een functie door zijn reeks van Taylor vooryc-
steld wordt is het niet voldioende, dat deze reeks convergeert., Voor ecn
tegenvoorbeeld zie opgave 35, Als we echter 1lim Rn(b)mD kunnen a2anto-
nen, dan bewijzen we daarmee tegelijkertijd négémde reeks in het punt b
convergeert en dat hij in dat punt de functie voorstelt, ")
Opgave 35. Beschouw de functie f(x) gedefinieerd door f(X)= e ™™ voor
alle reBle x40 en £(0)=0. Bewijs dat er bij ieder natuurlijk getal n

een polynoom P x) Efstwat zodat voor alle refle x#0 geldt
(x)e
f(n)(x) -

Bewljs, dat f(x) ook in het punt O willekeurig vaak differentieerbanar
is en dat f(“)(o)xc voor alle natuurlijke n. Bepaal de reeks van Mac
Laurin van f(x) en toon aasn dat deze voor alle re¥le x convergeert,
maar alleen voor x=0 de functie voorstelt,

Opgave §6. Bepaal de rceks van Mac Lsurin van -~——§ . Voor welke waonr-
(1+2)
den van z stelt deze de functie voor?

Opgave 37. Bepaal de reeks van Taylor van e* in een willekeurig punt =,
In de numerieke wiskunde gebruikt men reeksontwikkelingen van

functies om benaderde waarden van deze functles te berekenen door een
aantal termen van de reeks uit te rekenen. De vraag rijst dan, hoe
groot de fout 1is, die men dan maakt, of, anders gesteld, hoeveel ter-
men van de reeks men moet pgebruiken om een bepaalde nauwkeurigheild te
bereiken, Om dit te beoordelen kunnen de restschattingen goede diens-
ten bewljzen; deze geven immers juist een schatting van de fout die
men maakt als men de functie vervangt door een partile som van zijn
reeksontwlkkelinz, Lwtcn we ons un_wqﬂi opgave stellen e te benaderen
ot op min dan { 8 e= + ren Aagrange 1s
t p ninder ~3@5 Nu is e= QZ%' T R, en volgens Lagrange is

Rn = ET < %T < %T omdat we al wecten dat e «4; verder is klaarblijke-

1ijk R > 0. Als we nu n zo groot kilezen dat — %2%56 dan is zeker

O« R <:TUU Hieraan is voldaan voor n=0, wwnt 61=720, Dus

= ;i; T + R6z T+ 1 4+ % + % + %K + 7%6 + R6 = g%i + RG' Als we dus

%gi als benaderde waarde van e nemen maken we een fbut die (3%5 is, W
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kunnen echter, nu we over een beterc benadering van e beschikken, dozc

fout nog wat nauwkeuriger schatten, We weten dat O<'ﬁ{ 7%6 , ﬂu

720 R6 < Cm 1?5 + R dus Ozrﬁg <, ﬁgi7?§ ., Tellen we hier big op,
E AmAde 163 ) 163 163 1950
dan vinden we =F ~C < SO t 55 = (Eis
delige breuken, dan vinden we 2,710 < e < 2,721, waaruit blijkt dat de

. Schrijven we het in tion-

fout zelfs < ﬁ%ﬁ is., Door ook nog gebrulk tjgm;kcnévnn % > 755 kunnen
we nog een lets betcere benadering krijgen: ”7%U¢ -5% + oaen < €5 dus
2,718 <e < 2,721, 72
Opgave §8. Met hocveel termen van do reeksontwikkeling kan volstaan
worden om e met een fout « 10 ~h te benaderen?

In de cursus analysc I =% 32 worden twce relle differentieerbarc
functles ingevoerd, dic met sin x en cos x worden aangeduld en sinus
en cosinus worden genoemd, Deze functies zijn gedeflinieerd voor allc
retle x en cr gelit sin 0=0, cos 0=1, §~§%%~5 = CO8 X, guggg—i ==-3in X
en (sin x)g + (cos x) = 1, Hleruit volgt |sin x| ¢ 1 en fcos x| g1
voor alle re¥le x, Van dcze functics bepalen we de veeks&n van Mac
Laurin, Stel eerst f(x) = sin x. Nu is f(gn)(x) = (~1)" sin x en
f(2n+1)(x) (-1)" cos x. Dit bewijzen we door volledige inductic.
Voor n=1 geldt n=2,0+1, dus f(2'0+1)(x)mf‘(x)= g—%%9*5 = cos x=(-1)"cos x.
Stgl dat voor ecen zckere n t }ormul( 301@0 . Als n even 1is, n=2m,dan 18
f(£m+1)(x) = F(n+1)(x) = i - (x) . Hi (-1)™ sin x=(-1)"cos x.

o (n)
Als n oneven is, n=2n+1, don is f<2m+“)(x): f(ﬂ+1)(x)x§£~H§L§l =

4 #(2m+1) A W _
-4t 5 (x) . é;(-ﬂ)” coS Xx(wﬁ)m*1 sin x, Er geldt f(2n)(0)=0 en

m-" k_2k+1
f(2n+1)(0)m(—ﬂ)n. Voor oneven n, n=2m+1, geldt dus f(x)= 5~ iljiﬁf;———-+
2+ K=0  (2k+1)!

X)= T («N)™ cos ATX met
(2m+1) !

+ R ; volgens Lagrance is R,

omeq (%) o ¢

Ny
o em+
ina

(2m+1) !
me- -1 kx2k+1
f(x) = '§:>£—~2-~um~ + Rgm(x); volzens Lagrange 1is

k=0  (2k+1)!

0« <1, dus iR . Voor even n, n=2m, geldt

IS

2m+1<x)j

x & m &y i %o
Ry (%) = =— (-1)" sin ¥x met 0<+7<1, dus |R,_(x)|g <= ., Voor
em (2m)! S
n n
alle natuurlijke n geldt dus ]Rm(x)jg i%#* . Nu is lim i%#m = 0 voor
@ n-';m L
alle re¥le x, dus lim R_(x)=0 voor alle re&le x. Dus
n - oo
gwq)ﬂ X 2n+1
8in X = (oA TITT . Op grond van (8.9) volgt door termsgewijs

n=0
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<2 (gD x @D ‘
differentilren dat cos X = 7 . We hebben dus gevonden:

n=0 (2n)!
(9.4) Voor alle re¥le x geldt

e n en+d 3 5 7
v “‘/3) £ X X x
sin x = /_ ( = X - o b oo - Fouue,
n=0  (2n+1)! 6 20 = BO%0
f ) ~y ) -
cos x - ir. )0 g @D o ém . xb e
ﬁ;@ (Qﬂ): fos EE ?Q“

§s10. De exponentitle, goniometrische en logarithmische functiles,

De functie e* is gedefinieerd voor alle retle x en hicrvoor gelit

E? %T . Deze machtreeks convergeert echter in het hele complexe

L lol n
. —  Z
vliak., We defini¥ren voor willekeurige complexe 2z nu el = S 5T s dan
N= '

stemt dit voor relle waarden van z met de reeds eerder gedefinileerde
functie overeen. In de theorie der annlytische functles wordt bewezcen,
dat dit de enige differenticerbare functie is die voor ~lle complexe z
gedefinieerd is en die voor retile x met e® overcenstemt. We herinneren
aan de afspraak om z = x+iy (x ¢n y retel) te schrijven,
De afgeleide van % bepalen we door termsgewl]s diff@regtiéren
S

s
van de machtreeks (8.9); dit levert 2> (n+1) ——— = 2> 7T » dus:

n=Q (n+1)!  n=
(10.1) & o o7
’ “dz ’
De afgelelde van ¢%e™? 1s nul, dus deze functie is constant (6.14%);
door z=0 te substituercn vinden we dat deze constante =1 is, dus:
(10.2) e®e™%=1,
Hierult volpgt dwt ¢ #O voor alle z en e %= i .
21 Zo ?q L
(10.3) e e “= .
Bewijs: Beschouw de functie g(z) are

it

-
3 e “e“"™, Nu i1s g'(z)=0, dus
g(z) is constant, Door z=0 te substituercn vinden we dat deze con-

a -7 740 F : zZ
stante = e° is, dus e “e° =e?, Vermenigvuldigt men beide leden met ¢

en past men (10.2) toe dan vindt men g2t ezea, hetgeen te bewljzen
was.
Opgave 39. Als voor de diffcrentieerbare complexe functie f(z), die
gedefinieerd is op een convexe verzameling X, geldt f'(z)=f(z) voor
alle z £€X, dan is er cen constante ¢, zodat f(z)=c¢ e? voor alle z eX.
Bewljs dit.

nz

Opgave 40. Bewljs dat (ez)nm e “ voor alle gehele n en alle complexe z,
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Als zoals gebruikelijk Z de toegevoegd campl&xe van z aangeeft,

20 K
dan geldt op grond van opgeve 1 en van (2.4) dnt 6' ;Z% T
é& ?k %L k ;w k e =
= 1im — = 1im = =¢, inmers uit (2.4) is makkellJk °f te
n-3> eok=0 kT n oo WD ET ’ A

W=(
: , . - o | 2| “V/Z“z
leiden, dat ult lim a_=a vnlpt lim ENCEI Nu is |e"I="VeTe" =
ie] ) T~ O

z 3 [ 242 2x 4
ﬁ\je € m'V%Z+Z = e“xacx, omdnt e »0 voor alle retle x, Dit geeft:

(10.4) |e?|= e,

Hieruit volgt voor zuiver imaginaire z=1iy dat ‘eiy} * eomﬁ. Alpe~
meen is c%=e¥e iyzixz;}iy

We beschouwen nu de afbeelding van het complexe vlak in het com-
plexe vlak, die de functie e® tot stand brengt, Lijnen evenwi jdig met
de retle as (y is constant) worden blijkbaar afgebeeld in halve lijnen
met beginpunt in de¢ oorsprong (met uitzondering ven de oorsprong zelf),
gaande door het punt oiy gelegen op de eenheidscirkel (d.i. de cirkel
met middelpunt in O en straal 1). Lijnen evenwijdig met de 1lmaginaire
as (x is constant) worden afgebeeld in cirkels met middelpunt O en
stralen e*. De afbeclding zal dus geheel bepaald zijn als we vastge-
steld hebben hoe door ciy de retle vy in de eenheldscirkel worden afge-
beeld. Hierbij zijn de volgende twee vragen van bijzonder belang,

19, Is de afbeelding eeneenduidig?

29, Wordt de eenheidscirkel door de afbeelding geheel bedekt? (d.w.z.
is er bij ieder punt w op de eenheidscirkel een re¥le y zodat
eiyzw?).

Het antwoord op vraag 19 241 neen, het antwoord op vraag 2° Ja luiden,

We breiden nu de functics sin x en cosxuit voor complexe argument-

- X 2] g oew
waarden op analoge wijze als we dat bij e” gedaan hebben, We defini€ren

oo )n22n+| o0 a n72n
dus sin z = N2 encosz = > L
n=0

(2n+1) ! n=0 (2n)!

ja
i

(10.5) cos z = % (eiz+c ),

4 iz =iz
sin z = mr (e=“-e™ 7).
i &2 4y n -1z = 1 ninzn iz iz
Bewijs: e ;10 —ﬁ;* en e = 7 L:_%T____ » dus e “+e 7" =
Nex n‘:o M
N P o
_ 2 (=Mt Eg.i?nzzn o )2 iE_ -1z _
226 n! (en) v =~ 2n). - N
nN= n=0 n=
(=] n 9 2n+4 2 + O
- 2(1_(_.«'}2% z 2 n 1 _ 21 z ”_1 n c.I’H—’\ .
nzO n. ﬂzo [ } n=0 n“*' ®
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Met behulp van (10.5) bewijst men gemnkkellijk de volgende formulcs,
(o]
(10.6) (sin z)° + (com z)° =1,
(10.7) sin(-z)= - sin z, cos (-z)= cos z,

) d sin =z ) . g4 oc08 2 e o
(10.8) —q5—— = CO0S Z, —— = - sin z.
(10.9) sin (21+v?) = 8in z, cos z, + cos z, sin z,,

doa
co8 (z +z,) = co8 z, cOS Z, - 8in z, sin z,.
& &

(10.1v) sin z,

+ 8in z, = 2 8l
cos z, + o8 z, = 2 cos
[

cos 2z, - €08 7z, = =2 8in 5(z,+2
1 o = 1

i

iz . N
(10.11) e cos z + 1 sin z (formule van Euler).

Opgave 41, Bewijs (10.6) tot en met (10.11). (Aanwijzing:sommige formu-
les van deze groep kunnen makkelijk rechtstreecks ult andere formules
uit deze zelfde groep worden afgeleid, dus zonder opnieuw (10.5) te goe-
bruiken).

Aan de reeksen voor 8in 7 en cos z ziet men direct dot deze functics
voor redle z re¥el zijn; trouwens ook uit het feit dat c'lz het tocpe-
voegd complexe van el? 1s voor retle z is dit met (10.5) direct af te
leiden, Voor redle z geeft de formule van Euler dus de splitsing van
el? in retel en imaginair deel; vergelijk ook (10.5) met (1.32) en (1.33).

We bewljzen nu dat er cen positief retel getal y bestaat, waarvoor
eiymﬂ. Daartoe bewljzen we cerst dat er ecen positief relel getal x be-
8taat waarveoor cos x=0, Dit laatste zou makkelijk af te leiden zijn uit
hetgeen in de cursus anolyse I wordt behandeld, We willen hiler echter
een bewl]s geven dnt op do¢ reeksveoorstelling van de cosinus berust., In
de reelks dle eos X bepaalt nemen we telkens twee opeenvolgende termen
blj elkaar (hetgeen geoorloofd is op grond van (3.9)), als volgt:

ny 2n e 2n-1_4n-2 Zn 4n
1) X L =)
c@SK:;ﬂ«%S‘— = 1 4 \ ( , = 1 +
" &n 5 % {4n=-2)1 (4n)’

oo _4n-2 .
x o , . . g 4
:g% )T 2(un~ﬂ) 4n - x}} Omdat (4n-1)4n 212 voor alle natuurlijke n,

bestaat de laatste reeks voor refle x met O<x <3 geheel uit positieve

termen, waaruit volgt dat de¢ som groter is dan cen parti¥le som (3.6).
")

‘ R 2 4 . :

Hieruit volgt cos x <« 37 11 - j mQ1~§x + mrX voor 0«x «3, Vult

men hilerin xmg in, dan vindt men cos f < - 3%%5 <« 0, Verder is cos 0=1
en cos x een continue retle functie, ﬁv pestaat dus een x tussen O en



8
= », WAarvoor cos x = 0,
2 o ix, -ix ix -ix 2ix hix
Uit cos x=0 volgt e "+e ""=0, e "= -e , € = -1, € =1, Er be-
. ‘ » .0 ;

staat dus een positief reBel getal y waarvoor eiymﬂ. Daar ook e =1 18
hiermee vraag 1° ontkennend beantwoord,

We beschouwen nu de verzameling L bestaande ult de positieve ge-

1y :

tallen y waarvoor geldt e “=1; uit het bovenstaande qu;t ddtl& niet

eV -1 )

ty“O

leeg i3, Noem & de onderste grens van L., Nu iavlig 7 dy
={1ie j) =0 =1; hierult volgt dat er een omg eviné?van 0 is, zoda
voor y#@ in die omgeving geldt e 1y -1#£0. Er is dus een omgeving van O,
waar geen punten van L in liggen. Dus geldt e >0. Als etkﬁﬂ, dan zou
er een omgeving van x zijn, waarbinnen ook e1y¥1, in strijd met de de-

finitie van x. Dus ei*

=1; > 18 dus het kleinste positieve getal y waar-
voor eiymﬂ geldt.,

(10.12) Als voor twee complexe getallen a en b geldt agmbe, dan is

a=b of a= -b,

Bewij ; O=a —b = (a-b){a+b).
Uit (e21™)22 e1%21212 yolgt met (10.12) dat 211 of edi%t __q,

maar de eerste gelljkheid 1s uitgesloten ondat o het kleinste positieve

vetal y is met eiy 1. Dus e’iu‘w—ﬂg vermenigvuldiging met
1 1.
geeft e = - , dus cos Kxx =0, Omdat bovendien ult
bix

cos x=0 volgt e =1, 18 &cwchet kleinste getal x waarvoor cos Xx=0

geldt. Voor O §x-<%qx,is dus cos x >C, dus op grond van (10.8) sin x
stijgend; verder is sin O= \, dus sin ﬂux > 0. Verder volgt uit cos %m\o,
(10.6) en (10.12) dat sin wa“ + 4. Dus sin gmx«ﬂy bovendien is klaar-
blijkelijk % « het kleinste positieve getal x, waarvoor sin x=1, Dit
getal is in de cursus analyse I echter 3 W genocemd, Dus o = 2T ,

Opgave 42, Bewijs dat ¥ T tussen % en % ligt, (Aanwijzing: neem in de
reeks voor cos x de fermen op een andere wijze bij elkaar als hierboven
is geschied).

Nu is eﬁ Tin

=1 voor alle gehele n (zie opgave 40). Neem een reéel
getal y, dusdanig dat eiy~1 en bepaal het gehele getal n zodat
y-2Tn)i_ iy -2 Tin

$yr <n+1, dus D sy-2n<2W, Nu is e(
i

=1; omdat
2T het kleinste positieve getal x is, waarvoav e =1 geldt, is
y-2TTn=0, dus y=2 Tn. Als e mﬂ, dan is e =1, dus x=0, dus z zuiver ima-
ginair. We hebben dus gevonden

(10.13) e “1 gelgt dan Eg glechts dan als z=2 TMin (n willekeurig geheel).
Als ¢ =e ~, is g Zz 27in, Als omgekeerd

=7, dus 22
zeumﬂ¢2“ﬂin, dan 1s e = e

17



(10.14) &21' K geldt dan en slechts dan als z,=z, +2 1in (n willekeu-
rig geheel).
Het felt dat e =e® drukt men wel uit dat e periode 2 71
heeft. In het algemeen zegt men dat r(z) periode w heeft als f(z+w)=f(z).
We vragen ons nu af voor welke complexe z geldt sin z=0. Als

Z+e i

8in z=0, dan is eiz 12, egiz gﬁ 2i2=2 MTin, z=n7 ., Omgekeerd is
sin nw = g (7 - i )= Exr— (e2"7 -1)=0. Dus:

(10.15) sin z=0 geldt dan en slechts dan als z=n (n willekeurlg ge-
heel).

We doen nu hetzelfde voor cos z. Als cos 2=0, 18 el%. —e'iz,
ezizw -1, ealzmﬂ, 442=2 in, z=4n¥7 , Als n even is, n=2m, z=m7 , dan 18
sin z=0, maar dan kan op grond van (10.6) cos z niet =0 zijn. Dus 1is
n oneven, n=2m+1, z=:T +mT . Nu is omgekeerd cos(3T +m¥ ) =
x%(e(§W+mﬂ)1+e—(§ﬂ+mﬁ)1)w %e-ﬁ‘Wi—mffi(eﬂi+2m“ﬁ1+1)m%e~%ﬂ1—mﬁi(eﬂi+q).

Al
, dus op grond van (10.12) is e“iwﬂ of e iu—ﬁ.

ﬁ1n1 uitgesloten, dus éﬂiz -1, dus

Nu is (e ﬂi)ez 62 Wia"z"ze

Op grond van (10.13) is e
cos (3 w++m ™ )=0. Dus:
(10.16) cos 2z=0 geldt dan en slechts dan als z=37 + m™ (m willekeurig
geheel).

We beschouwen nu de functies sin X en cos x voor rele X nog wat
nader, We hebben al gevonden dat cos 3T=0, sin $T=1; voor O §x £3 W
is sin x stijgend van O naar 1 en co8 X dalend van 1 naar O. In het
algemeen geeft (10.6) dat uit sin x =0 volgt cos X = + 1 en uit cos x=0
volgt sin x = + 4. Uit sin $7=1 en (10.8) volgt dat cos x in i da-
lend is, dus is cos x <A voor 3T <x £, Omdat sin =0, is dus
cosM = -4, Op grond van de continulteit van cos x neemt deze functie
op het segment (0,W) alle re¥le waarden tussen -1 en +1 aan. Verder
volgt uilt 8in $W=1 en (10.7) dat sin (-}m)=-1; sin x neemt dus op het
segment (-47,5w) alle re¥le waarden tussen -1 en +1 aan.
Neem nu een willekeurig complex getal w=u+iv (u en v redel) met
lwi=1, Dan 18 u2+v2m1, dus -18u$1. Er is een redel getal x, zodat
cos x=u. Voor die x is (sin x)? =1-(cos x)%=1 -u?=v?, op grond van (10.12)
is 8in x=v of s8in x=-v., Als 8in x=-v , dan nemen we X,= -X; er geldt
dan cos X, = CO8 X=u en sin X,= - sin x=v , In ieder geval bestaat er
dus een re¥el getal y zodat cos y=u en s8in y=v , dus eiym cos y+i 8in y=
= u+iv =w. Vraag 2° 18 hiermee dus bevestigend beantwoord,

Nemen we nu een willekeurig complex getal w#0O, dan 1s watwt‘w‘
kgr! = 1. Er is dus een re#le y, zodat eiy TgT ; verder 1s er wegens
"lwi> 0 een retle x zodat e¥= \wi(zile an I 50). Dus er geldt eZ=e¥elVew.
- De afbeelding die door e® tot stand wordt gebracht overdekt dus het ge-

i;h@l& complexe vlak behalve het punt 0, Dit felt tezamen met (10.14)

en
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geeft ons de volgende stelling.

(10.17) Bij leder complex getal w0 is een complex getal z te vinden
zodat azuw; het complexe getal z, dat hieraan voldoet, is op gehele
veelvouden van 231 na bepoald.

Opgave 43. Bewijs dat voor willekeurige gehele n geldt ain(%ﬂmﬂ-(»ﬂ)
en cos n={-1)".

Opgave 44, Rewijs dat voor willekeurige complexe z en willekeurige ge-
hele n geldt sin(z+2nwW)= sin z en cos(z+2nm)= cos z,

We noemen een re¥el getal y, zodat ewm-‘%— een argument van W,
geschreven y= arg w. Dit is niet een functle van w volgens de door ons
gegeven definitie van functie, want y 18 niet ondubbelzinnig door w
bepaald., Het argument is slechts bepaald op veelvouden van 27T na. We
zouden door zekere afspraken van arg w wel een functle kunnen maken,
b.v. door voor te schrijven O Sarg w<2W,

We onderzoeken nu de meetkundige betekenis van het argument. Daar-
toe nemen we een complex getal a=b+ic (b en ¢ reel) met (al= 1. We
kunnen dan schrijven a:mefL =c08gl+1 8ine met 0S5 x<2T , We nemen nu

nz5 eerst het geval dat c¢20; d.w.z. a 11gt boven
cf,’\\\ of op de re¥le as. Dan geldt Ogas1; immers
R | als Teo<2T, dan 18 sinet= - 8in (-o) =
\ ' = - sin(27 -o) €0 wegens 0 <2 -o 1. Voor
een reel getal y met 0L y% oo geldt

co8 y2 co8e. en sin y20, dus ligt eiy-— cos y+ 1 8in y op de boven de
rele as verlopende cirkelboog B die 1 maf a verbindt. Voor hatuurlij-

ke n en geheie k met 0k €n vormen we ¢ ‘.3 : deze punten liggen dus

1(k+’1 Job  1kek 1kot  dok e

n n n n- n

alle op B. Nu geldt |e - e e (e —‘1)$ e
1k '

posd

-1

; dit hangt

N %

alleen van n en niet van k af. De punten e voor k=0,1,...,n verdelen
de booz B In n ctukken; de afstand tussen twee opeenvolgende punten is
steeds dezelfde (in de fig:mr- 1s dit voor n=5 getekend). De som van

: let
deze afstanden is dus n |e ' -1 t . De limiet hiervan als n - eois de
booglengte van B (zie an 1§31,2 blz, 114-116.) Nu is

il oy \ , v
n e -] d ei’“' ;
1im n le D 1= 1im [E-220 |2 ‘) = (1ol = o

dit is dus de booglengte van B. Als a= -1 is deze dus =T,
We beschouwen nu het geval dat ¢ ¢ 0, dan is Wga ¢ 2, Vayov een
vﬁal getal ymet TEySa geldt cos y€coser en 8in y$0, dus ligt
op de beneden de wre¥le as verlopende cirkelboog B die -1 met a

vigb;ngt Voor natuurlijke n en gehele k liggen de punten
.__L_...ln ‘
e ‘voor k=0,1,...,n op de boog B, en verdelen deze in n stukken;
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de afstand tussén twee opeenvolgende punten 18 steeds dezelfde en wel

1 o - 1i¢g-£§
’e -1]. De booglengte van Bq 1an%%%an e " -1 meh-1T, De
booglengte van de boog B dle 1 met a verbindt en die biJ 1 boven de
rele as begint 1s dus T +ek-T=ot, Door a langs de eenheldscirkel on-
der de re8le as tot 1 te laten naderen vinden we dat de omtrek van de
eenheldscirkel 277 is,

Als w een willekeurig complex getal #0 is, is T%T het snijpunt,

met de eenheldscirkel van de halve 1ijn Ow. Kiezen we arg w zo dat
0 $arg w<2T dan is arg w de booglengte van de cirkelboog van de een-
heidscirkel die 1 met T%T verbindt en die blJ 1 boven de re¥le as be~
gint. De andere waarden van arg w ontstaan hieruit door er een geheel
aantal malen de booglengte van de hele cirkel bij op te tellen, Er
geldt w=iw\ el 3TE wth\icos(arg w)+i sin (arg w)} .
We kunnen nu ook de meetkundige beschrijving van de afbeelding

w=e® van het compleze z-vlak in het

(W)
g ./ complexe w-vlak nader bepalen. Zo-
0 (:) [/» j>\§ als we weten worden lijnen evenwij-

dig met de re¥le as (horizontale
\\\\ /// lijnen) afgebeeld in halve 1ijnen

-

Leginnend in O, waarblj punten die
op dezelfde 1ijn evenwijdig met de imaginaire as (verticale lijnen)
liggen, op dezelfde cirkel worden afgebeeld. Verschuiven we nu de hori-
zontale lijnen in de richting van toenemend imaginair deel ("omhoog")
dan draait de halve lijn in het w-vlak om O en wel 18 de op de een-
heidscirkel van het w-vlak doorlopen booglengte gelijk aan de vertlca-
le verschuiving in het z-vlak. Bij verschulving in het z-vlak over 2T
is de halve 1lijn in het w-vlak in zijn oorspronkelijke stand terugge-
keerd.,

We noemen nu een z waarvoor geldt eZ=w een logarithme van w, dus
ze log w. Ook deze is niet ondubbelzinnig bepaald. Als e’=w dan 1is
exm!w\, dus x= Log tw| (de van vroeger bekende re&le logarithme, die
we nu ter onderscheiding met een hoofdletter L schrijven). Verder 1is

eiymfg;, dus y= arg w. We hebben dus gevonden

(10.18) log w = Log Iwi+ 1 arg w voor willekeurige w#O.
De logarithme 1s dus op gehele veelvouden van 2 1 na bepaald. We
noemen die waarde van de logarithme waarvoor geldt -T<arg wETwel de
hoofdwaarde van de logarithme; deze stemt voor re¥le w met de van vroe-
ger bekende re¥le logarithme overeen. Ook de hoofdwaarde van de loga-
rithme wordt wel met een hoofdletter L geschreven. ‘ z
Neem een wlllekeurige u0¥0 en kies daarbij een Zq zodat e C=w_.

o
Laat zgmx0+iyg zijn {xo en v, retel)., Kies verder een redel getalot
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zodat d»<yo<.aﬁ21v. We beperken ons nu tot waarden van z waarvoor

KTV AH2T , Voor die z is er een eeneenduildige betrekking met het w-
vliak met uitzondering van w=0 tot stand gebracht door e?=w. Dit is een
contlriuve afbeelding. We willen bewljzen, dat de omkering z=log w continu
is in W (en dan ook in alle punten waar arg w# o+2 TTn voor %ﬁhele n).
Neem een rij W, met lim w =W,
zn=xn+iyn met re@len—ﬁgmen yn). Als de rij der X, naar boven onbegrensd
zou zijn, dan bevatte deze rij een deelrij met lim= + eo., Voor de cor-
responderende deelrij van W, Zou dan gelden limlwl= + e in strijd met
n%EE;Wn=Wo' De rij der X is dus naar boven begrensd. Als de rij der x
naar beneden onbegrensd zou zijn, dan bevatte deze rij een deelri] met
lim = - oc. Voor de corresponderende deelrij van w, Zou dan gelden
lim\wi =0, in strijd met lim wn=wo¥0. De rij der x is dus ook naar be-
neden begrensd, Er bestat gus een refel getal ¥ >0, zodat -y$x, 5y
voor alle netuurlijke n. We bewijzen nu dat er een refel getal P<o+2T
bestaat, zodat voor alle natuurlijke n geldt yng{g. Stel n.l. dat dit
nilet zo is, dan is er bij iedere P«ea+2T een n zodat (3 <.yn<ou+2ﬂ',dus

lim sup y. = %27, Dus is er een deelrij van de rij der y_ waarvoor
n->oo U n

geldt lim=cA+27 , De cofresponderende deelrij van de rij der X, is be-
grensd en bezit dus zelf weer een convergente deelrij (4.3). De corre-
sponderende deelrij van de rij der In is natuurlijk ook convergent met
A +2T als limiet. De corresponderende deelrij der z, heeft convergente

en de bijbehorende punten zn(e =W, ;

rijen van reé&€le en imaginaire delen en is dus zelf convergent; noem de
N o T A B . ]
limiet 2z =x +iy \x* en y~ regel) met y = o4+2T , De corresponderende
¥
deelrij van de rij der W convergeert naar e , maar natuurlijk ook
*

Z . * ;
naar w, dus e” =w_=e¢ ~, dus er is een geheel getal k zodat z -zo=2ﬂ1k,

dus 21’Tk=y*-yo= 0L+g'ﬂ' -Yg- Wegens ¢<yo<_o&+21r geldt O < a +2M —:yo<2'n' R
hetgeen in strijd is met d.+2ﬂ'—yo=2TTk. Het bestaan van een (3 als bo-
ven beschreven 1s daarmee dus aangetoond. Er bestaan dus re&le getallen
(en x, zodat voor alle natuurlijke n geldt -y éxn_ﬁ_ Y rEY ER < a+27TT
De verzameling der complexe getallen z, waarvoor geldt —-3‘gx:§ ¥ en
ATy E = is compact. Beperkt men de z tot deze verzameling dan is de
functie e
meling, waarult volgt dat de omkeerfunctie continu is (6.2). Daar de =z
alle in deze verzameling liggen volgt uitniggow =W dat {gﬁmzn=zo' De
continuiteit is hiermee dus aangetoond. Om de logari%hme ondubbelzin-
‘nig bepaald en continu te maken kunnen we een coupure maken, bestaande
uit de halve 1lijn Dbeginnend in O voor welker punten w#0 geldt arg w=
=ol+27Tn (n geheel).

(10.19) Als voor een re&el getal o die complexe getallen w uitgesloten
worden waarvoor arg W= &+27Tn (gehele n), als verder w=0 uitgesloten

wordt, als arg w voor de overige w zo gekozen wordt dat e<arg w ¢ o +2W

continu, eeneenduidig en gedefinieerd op een compacte verza-

n
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en als log w met behulp van deze waarde van arg w gedefinieerd wordt,
dan 18 log w een continue functile.

Bij dezelfde afspraak als in (10.19) is log w ook differentieer-
baar, want e? 1s dan eeneenduidig en differentieerbaar met afgelelde
£0 en de omkeerfunctie is continu , dus volgens (6.9) is log w ook dif-
ferentieerbaar en er geldt £~%%§~ﬁ = 11 %%w = 1: el= 1 .

W
(10.20) Onder dezelfde voorwnarden als in (10.19) 1s log w een diffe-
rentieerbare functle en geldt §~i§&- .

Opgave Mg. Bewljs dat log W,W, €n log w1 + log W, Op een geheel veel-
voud van 2 i na aan elkaar gelijk zljn.
We kunnen nu ook machten defini¥ren met wilillekeurige complexe ex-

ponenten en willekeurige complexe grondtallen #£0, door te stellen

abaeb log 2. In het rechterlid staat de al bekende macht van e met
complexe exponent, Door het optreden van log a is de waarde van ab in
het algemeen niet ondubbelzinnig bepaald. De verschillende waarden dle
ab kan aannemen ontstaan uit elkaar door vermenigvuldiging met 821Tinb
met gehele n, Alleen als b geheel 1s 1s deze factor altijd =1 en is er
dus maar één waarde, We vergelljken de nu gedefinieerde macht in die
gevallen waarin vroegere machtsdefinitles van toepassing zljn met de
toen gedefinieerde macht. Ter onderscheiding noemen we de nu gedeflnieer-
de macht even a(b). Er zijn dan drie gevallen, waarvoor we al eerder
machten gedefinieerd hebben.

1° exponent geheel, grondtal complex #0. We bewijzen de overeenstemming
voor natuurlijke exponenten met volledige inductie. Nu is a(1)= elog 4.

=a=a'. Als verder a(n)=a", dan 1s a/n+1)=c (n+1)log a_ghtog a +log a

n log a elog a_ n+

=€ = a(n)a=ala=a"" ', Verder is a(0)=e zﬂmao. Voor negatieve
n stellen we n= - m; dan 1s a(n)=a(-m)=e ™" log a_ mqlog ~ = ) =
e ) a(m
= ~%-m aM=a", In dit geval 1s er dus volledige overeenstemming,
a
50 b log a

exponent re¥el, grondtal retel > 0. Nu is a(b)=e in het alge-
meen niet ondubbelzinnig bepaald (altijd als b niet geheel is), maar de
oude waarde komt wel onder de nieuwe voor, n.l. als men voor log a de
hoofdwaarde, dat 1s de gewone re¥le waarde Log a kiest,.

30 exponent complex, grondtal =e; nu 1s e(b)meb log €. ebeg-winb(n ge -~
heel); deze 1is 1in het algemeen niet ondubbelzinnig bepaald (altijd als
b niet geheel 1s), maar de oude waarde komt wel onder de nieuwe voor,
n.l. als men voor log e de hoofdwaarde Log e=1 kiest.

In geval 3 leidt dit tot de eigenaardige moeilil jkheid, dat men
niet weet, als men eb zlet ataan, of Qiermee de in het begin van deze
paragreafl gedefinieerde waarde :{é "T bedoeld wordt of één van de al-

gemene waarden volgens de zo¥ven gegeven machtsdefinitie. We maken de
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afsprask dat als niet het tegendeel wordt vermeld met eb de waaprde

o0 .0 .
gr %T wordt bedoeld. In het algemeen is voorzichtigheid met alle niet
=0 o °

ondubbelzinnig bepaalde "functies"” geboden; als men ermee gaat rekencn
moet steceds vastgesteld worden welke wanrde men wenst te gebruiken.

z 2 log n

We kunnen a“=e voor vaste 2#0 en veranderlijke z tot een

ondubbelzinnig bepaoalde functie mnken door een vaste keuze van log o;

b

2 ,
da = e’ log a log amazlog 7 evenals vroeger, BiJ z~ lukt dat

dan is
niet; om differentieerbaarheid te bewerkstelligen moeten dan overeen-

komstige afspraken worden gemaakt als veoeger bij log z; er geldt dan
b deb log 2z b log z beb log z

dz =% = be = w %Q(b—ﬂ) log zw bzb'q. In de
dz d% z o Lop Z
formule g%f = ’ozb’1 moet in beide leden van de machtsdefinitie dezelf-

de waarde van log z worden gekozen,

Men zou kunnen vreacen ot de vroeger voor machten afgelelde for-
mules zoals a®b®=(ab)°, nbwanwb%c,(ﬁb)czwbc geldig blijven, Nu zijn
hier in het algemcen zowel linker- als rechterlid van een geliljkheld
niet ondubbelzinniz bepnald, mnar men zou kunnen veronderstellen, dat
de verzameling van waarden, die het linkerlid kan aannemen, dezelfde
zou zijn als de verzomeling van wonrden, dle het rechterlid kan 2an-
nemen, Voor de eerste der genoemde formules 1s dat inderdaad het ge-
val (zie ook opgave 45), voor de beildc ondere behoeft dat niet zo te
zijn, We gaan er in het zlgemene geval niet nader op in; wel geven we

twee voorbeelden. Kiest men in de tweede formule b=i, c=-1, dan 1is
i VS D e TT -1 - o0 LD
b4c=0, dus a‘m—cm i leg J’ . jxe 1 log a+2mk
)
aig 1$eaW(k 5D

egwn (n geheel). Kiest men in de derde formule b=0, c=1, dan is bc=0,
dus @bcmﬁ. Verder is a%=1 en 1 =e“" met willekeuriye gehele n,

) 10 ; ;
Opgave 46, Bewijs (at)”zw“ voor rehele n; dit is zo op te vatten,

dat de verzameling van waarden dle het linkerlid kan aannemen dezelfde

1. Verder is n - =e , dus

. . i -1
met gehele J en k, dus 2717 doorloopt nlle waarden

is als de verzameling van waarden die het rechterlid kan aannemen.
Opgave 47. Bepaal voor een complex getnl n£0 en een natuurlijk getal

n de complexe getallen 4 z, waarvoor zeldt 2"=n en bewljs dat dit Juilst

de waarden zijn die al kan anrnemen en dot er n verschillende van de-
ze waarden zljn. Specianl neenmt a? twee woarden aan, die elkaars tegen-
gestelde zijn,

Opgave 48, Bewijs dat de complexe getallen z, wnarvoor geldt z"=1, de
hoekpunten vormen van een regelmatige n-hoek beschreven in de eenheids-
cirkel,

§11. Enlge onderwerpen uit de meetkunde van het complexe vlak,
Met behulp van het begrip argument kunnen we het probleem van het
bepalen van een hoekmaat, dat in 81, blz.16 is aangerocerd, oplossen,
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e hebben gevonden, dnt nls = een complex getol #0 is, arg ¢ de boog-
sengte 1is van de boog von de eerheidscirkel die 1 met het snijpunt van
de eenheidscirkel met de holve 1ijn D: verbindt, Het ligt dus voor de
hand om als hoekmaat van de hoek (0c¢c,01) nu arg ¢ te nemen, Om de hoek-
mazt van een willekeurige hoek (nc,ur) te defini¥ren pnssen we een be-
weging toe die a in 0 en b in een nositlef redel getnl r transformeert,
Nu s [b=a]| =|p-0l=r (1.50). 3Lellen we de teweging‘in ?e vorm uz+Yb
-0 alb-n

et (el s ralc Bave Benl on 1niv=m: ¢ = : = -
meS {ui=1, dan geldt ub+v=ib-al en u4+v=0; dus u = = en Vs e

Deze beweging transformeert ¢ in "g m? (c-a;. Gebruik makende van het
felt dat arg %5% = arg i%;mm (c-a,, Cefinitren we de hoekmaat ¢(ae,ab)
van te hoek (ac,ab) als ¢(ac,ab)= arg %wl . Deze hoekmaat 1is slechts
op geiele veelvouden van 27 na2 btopaald. Gebruik makend van het feit
dat a s a en b complexe etallen 40 zijdn, arg ab= arg 2 + arg b op een

geheel veelvoud van 27 na, kor men makkelijk bewljzen dat de op blz.

16 gestalde eisen 1° en 2° voor een heelonnat vervuld zijn, mits we ge-
11 jkhelc opvatten als gelijkheid op een geheel veelvoud van 27 na.
Opgave 4y, BewiJs dat de hierboven pedefinleerde hoekmaat in de zin
van de z-juist gemaakte opmerking voldoet ann de eisen 1° en 2° van
blz,16,

Men zyu de hoekmanat ondubbelzinniz vepaald kunnen maken door te
elsen dat Mj 20 en <« 27 ls: drn ;and 2° echter nog niet in een ge-
wone gelijkeid over da~r de som va- “wee petallen < 27 best =z 27 kan
z1iin.

De athrj“wij e van een contler getal a#0 in de vorm
Qai{ cos arg Q + 1 sin (nrg ‘}} met meaulus en argument komt overeen
met wat in de wnalytische mee- 'ﬁmf; bet bepalen van een punt door pool-
coBrdinaten 1s gercemd. Het fc.t rut dit |af el T8 49 levert vank
nieuwe gezichtsrunten op.

We kunnen ni een meetkur< e interpretntie van de vermenigvuldi-
zging van complexe gatallen gev n, Als 2 20 b complexe getallen A0 zijn,

oemen we o= arg a en M@= arg b, dan
o o= ‘1‘“103 i%i ”f, dus
g ‘“?iciﬁm ‘(m+ﬁ>. De grootte
va de hoek die de voerstvaal van ab
N mes de nosltleve re¥le as maakt 1s dus
ds -cm van de grootten van de hoeken
dle de voerstralen van 2 en b me - vosltieve re€le ns maken; de leng-

te van de voerstraal van at 1s h ¢t prolict van de lengten van de voer-
atralen van a en Db,

Opgave 50, Controleer met behulp -an fcrmuies voor sinus en cosinus
dat het product van ja| (cose + : sine) en |bl (cosp+ 1 sing ) ge-
l1ijk is aar |ab] (cos{x+p) + 1 51 (w+m)).
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Deling wordt op annloge wijze behandeld, Er komt dan een verschil
van grootten van hoeken en een quotlént van lengten van voerstralen,
Als a een complex getal #0 1s, ncg o=« en n een geheel getal,

¢ U i 1o .
dan 18 2= (iat ei%)nx;n;“ ein w;m“rein ., Hierult volgt:

(11.1) (coso + 1 sinx )" = cos nx + 1 sin nx (formule van de Moivre).

Voor natuurlijke n geldt nu (coso + 1 Simcx)n -
o - JAg , -
7 (B) 1%sinx ) (cos o)™ F = T (D) (=1) (stn 12K (cos o )PTOK 4

32::‘13 ek

i

K=
13 (n-1)] ) ]
o géé (231) (=) K(sine )?¥ (cos o )72k |

Dit geeft het volvende resultaat:

lqn ,
=)
5 rz._,l)% , . e
sin no = TS (Qg#ﬂ)(‘1)k<3in0\)Lk+1(COS$t>n ek-1

o
k=0
De formules (11.2) zijn door ons nlleen voor re¥le « afgeleld; ze
gelden echter vocr willekeurige complexe ~ , hetgeen we niet zullen
bewl jzen,
Speciale gevallen van (11.2) zijn de volgende formules:

co8 2% = (OOSC}«. )2 - (Si“{?'), )ﬁ’,

gin 20 = 2 8inx cosw ,

cos 3x = (cose ) - 3(sina )’ coso= h(cosx )= 3 cosx
sin Jo = 3 sinx (Gosﬁ&)z“(gﬁﬁﬁ#>} = 3 ginoc - M(Sincx)B.

Met behulp van het bovenstornde kunnen allerlel meetkundevraag-
stukken met complexe getallen oyrzelost worden. Het ligt nilet op onze
weg daarop hier uitvoerig in te gman, We volstaan met een enkel voor-
beeld. We willen de som van de grootten van de hoeken van een drlehcek

terekenen, We moeten hierbl) bedenken dat
de grootte van een hoek zoals wij dle heb-
ben gedefinieerd afhangt van de volgorde
van de benen van de hoek: @ (ac,ab) =

= —cp{ab,ﬁo}. Voor de grootte van hoeken
van een driehoek willen we een wzarde hebben tussen O en 77, Zoals de
figuur getekend is moeten we voorde grootten «, g en y van de drle

2 - :
hoeken van de driehoek abc nemen o= arg %mq s Pp= arg Em%

¥ = arg g 2 ( vij een andere ligging van de driehoek kan het zijn dat

we voor alle drie de hoeken het tegengestelde moeten nemen)., Nu is
m-+ﬁ~»yz=arg(b_§. c:g. E:Z) = arg (-1) =7 +2n7 , De som van de groot-

ten van de hoeken van een drlehoek 1s dus gelljk aan de grootte van
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een ge&trékte hoek {(d.1. een hoek waarvan de benen de twee halve lijnen
zijn, waarin een rechte lijn door een erop gelegen punt wordt verdeeld),
We geven nog enige vraagstukken; hierbij valt op te merken, dat we een
hoek recht zullen noemen, 2ls zijn grootte op een geheel veelvoud van
2m na gelifk ig aan + 57 in overcensterming met ¢ (01,01)=5m +2nm .

De halve lijnen ab en ac staan loodrecht op elkaar als

recht 1is,

de hoek (ab,ac)

Opgave 51, De halve lijnen a2b en ac staan dan en slechts dan loodrecht
cp elkaar als %% zulver imaginair is.

Opgave 52, Als a en b gegeven complexe getnllen zljn.met a¥b, dan geldt
voor een complex getal ¢ dan en slechts dan |c-al=|c~b| als er een
reBel getal A bestaat, zodat c=%(a+b) + Al(b-a), Bewijs dit. Interpre-

teer dit resultant ook meetkundig!

Opgave 53. Voor welke waarden van de A ult opgave 52 staat ca lood-
recht op cb?

Opgave 54, Op de zijden van een vierhoek nbed worden aan de bulten-
kant gelijkbenlge rechthoekige driehoeken nbe, bef, cdg en dah beschre-
ven met steeds de z1Jjde van de vierhoek nls hypotenusa (dit betekent
dus dat voor de driehoek abe geldt [e-2|=|e-b| en ea loodrecht op eb;
analoog veor de andere drienoeken), Bewijs dat de lijnstukken eg en

fh even lang zijn en loodrecht op elkaar staan {definieer eerst wat
het betekent dat twee 1lijnstukken loodrecht op elkaar staan).

Cpgave 55, Bewijs dat in een gelijkbeniie driehoek de hoeken tegenover
de gelllke benen even groot zijn,

§12. Te lcgarithmische reeks en de tinominalreeks,

We willen log(1+z) in cen reeks van Moc Laurin ontwikkelen, Danr-
toe meceten we eerst af'spraken maken om de differentieerbanarheid te
waarborgen, We maken een coupure longs de negntieve redle as, d.w.z.

we sluiten de re¥le getallen z= -7 uit, dnt zijn n.l. z=-1 en die com-
plexe z waarvoor arg (1+z)c7r+2ﬂrr. Voor Jde overipge z nemen we de
hoofdwaarde Log . 1+z), dat is dle welke gedefinicerd 1s met nrg(i+z),
met de gewone re¥le logarittme overeen,

Opgave 56. Bewijs dat onder ce hierboven gemcakte afspraken geldt

dn 10%{’“"2) _ (-—’?)H-A“ -1“1

welke voldeoet asn -m < ﬁvg’ﬁ+z)<;ﬁ. Voor relle z»-1 stemt deze dan

= ﬁ voor olle natuurlijke n.
dz (142 )
7, . o - e ~ - - (n) n-‘/l

Noemen we f(z) = Log(“+z), deg %s £{0)=0 ep T (0)=(-1)"" "(n=1)!

voor natuurlijke n, Dus Log(1+b)= 7 (—1}k"1 %Z + Rn(b). Het is dui-
b0
n-1z0 i

delijk dat de reeks 7 (-1) & 2mvergentiestraal 1 heeft; we kun-

n
nen ons dus beperken tot het onderzosk van waarden van b met Iblx 1.
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Voor bl « 1 doen we dit met de restschatting van Cauchy, Deze geeft

. bl D n-1 | n-1 (n-1)! n (1-8)n="1 e AL
(R ()] & pyr (1=9)77 | (=077 5l n | <o ? =S e 05

* 1+ b7
Nu 18, als we b=c+ld met ¢ en d r'et*cl §tellen, 11+ 8b| 2z 1+¥c e 1-9% en

11+ $v|2 1+ ¥ec 2 1-1c] > 0, cus (1= %)" S L begrensd. Verder is
14+ 4 nil tel

lim |bl” =0, dus op grond van (2.6) geldt lim R (b)«@ Voor bl < 1

Y1 - O N -» 00

stelt de reeks dus de functie voor. Voor [bl=1 proberen we het met dc

- 1
regatachatting van Lagrange. Deze geeft IR b)} n‘ BUD iﬂ~jléuﬁ-:
0851 [1+9b]

. Als nu c20, dan 1s |1+8bl 21+ ¥c 21, dus

P

n

sup N
0591 |1+ 9D
sup -~j-mﬁ £1, dus lim R (b):ﬂ; ook dan stelt de reeks de
029 =1 |1+901] N-»00

functie voor, Voor ¢« 0O valt dit hieruit niet af te leiden., We hebben
de volgende stellingz gevonden.

(12.1) (Logarithmische reeks) Voor alle complexe z waarvoor geldt

izl « 1 of jz| =1 en x2 0 geldt

o

e , ‘
Log (1.&,"2) = Z: (”q)n—’] :Y'T = - % Z~N+ % ) ;’ g4 +000

=3
[

Speclaal geldt

O
- - o “ .
Log 2 = Zi. (-—",)n 1 % = - % t o - +... (alternerende harmoni-
b (ot 3

sche reeks),

Deze reeks levert ons een voorbeeld van een reeks die convergent,
maar nlet absoluut convergent 1s, immers de gewone harmonische reeks
divergeert. .

We zullen later kunnen 2:ntonen dnt de logarithmische reeks
LOg(1+z) voorstelt voor nlle complexe z met l|z|=1, behalve voor z=-1.
Voor z=-1 is Log(1+z) trcuwens niet gedefinieerd en bovendien de logn-
rithmische reeks divergent (tegengestelde van de harmonische recks).We
zullen van dit nu nog onbewezen resultaat geen gebruik maken, Wel zul-
len we de logarithmische reeks gebrulken vcor z=1 en z=-1, maar daar-
voor hebben we de overeensterming met Log 1+1) resp. Log(1-1) wel be-
wezen.

[ o]
Als jz) < 1 of jz] =1 en x50 geldt Zog(1-2)= ya (—ﬁ)n"q{—z}n _
n== n B

Z * &1 . k) A
= - Ei: - - Voor izl < 1 of z=1 of z=-1 kunnen we de reeksen voor

Log(1+z) en Log(1-z) beide gebruilken, Nu is Log T"“ Log (1+z)-~Log(1-z)+
+2 77 in; we zullen aantonen dat voor de zo¥ven genoemde waarden van 2z
geldt n=0., Voor lz| <« 1 geldt voor het re¥le deel 1+x van 1+z nu

14X > 1-1=0; voor de hoofdwaarde van arg(1+z) geldt dus -im<arg(1+z) < 47}
op analoge wijze zlet men in dat voor de hoofdwaarde van arg(1-z) geldt
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-imr <« arg(1-z)< 37 . Dus er seldt -m < arg(1+z)-arg(1-z)<m, dus n=0.
Voor z =1 of z=-1 is ook mnkkelljk te bewljzen dat n=0 met behulp van

arz(1+1)= %47 en arz(1-i)= - %47 (za dat na).
co n 22 n <= 2n+1
. : n-1 gz 5z 27 . o
Nu is Z;; (-1) =+ 1_ = = [ =5 . Hiermee is het volgende

aangetoond,

(12.2) Voor alle complexe getallen z, waarvoor geldt |zl < 1 of z=1 of
z= -1, geldt ook
oo 2n+

1+z 2 2 5
Log 5—p = zii gn+1 =2z + 3 27+ o

Z+..'

Uil

Later zullen we kunnen bewijzen dat de reeksvoorstelling in (12.2)
ook meldt veor (zl=1 behalve voor z=1 en zZ=-1.

Noemen we U= %éﬁ s dan 1s z = %%% voor u# -1. Nu correspondeert
1z) <1 met [u-1]|< lu+t]. Dit geeft (U-1)(U-1) < (u+1)(T+1), ul-u-u+1<
<UWH1+U+1 hetzeen dan en slechts dan vervuld 1s als het re&le deel van
u positief is. Dus 3+1\-<1 geldt dan en slechts dan als het reéle deel
van u positief is (dit is meetkundig ook duldelijk: de afstand van u

tot 1 moet kleiner zijn dan de afstand van u tot -1). Met z=1 corre-

spondeert uv=1i en met z=-1 correspondcert u=-i. Dit levert ons de vol-

gende stelling.

(12.3) Voor alle complexe getnllen z, wanarvoor geldt x>0 of z=i of

z=-1, geldt ook
o0

Z - ’\)5

+~§—(-——;r . .

=
O
he]
N
Il
no
tN
=11
JERN
e
i
no
\'l"\l
AN
+
W o
N
Y
g
0

_/_1 .

Later zullen we kunncn bewijzen dnt de reeksvoorstelling in (12.3)
ook geldt voor zuiver imaginnire z behalve voor z=0,.

We kunnen (12.3} b.v, gebrulken om Loz z voor positieve reéle z
te berekenen, Voor enigszins grote z hlijkt overigens de reeks zeer
langzaam te convergeren. Om een restschatting te krijgen combineren we
de restschattingen van de twee reeksen die tot deze reeks geleid heb-
ben, Als we b.v, Log 2 in twee decimalen achter de komma willen bere-
kenen, moet de fout <« 0,005= ?%5' zijn. Om Log 2 te krijgen nemen we
Z= % in (12.2). Nu geldt voor de restterm van de gewone logarlthmlsuhe

1 _ 1 1 n-1 (-1)P"V(n-1)1
reeks volgens Cauchy R_(x) = — (1-%)
n'j 3h (n=-1)7 (1+ %S%Y?
waaruit volgt O< (-1)°~ n(§)< 70 Rn(“'%> -
(? n-1 (=1)""(n-1): 1y
o N (1- %) o %&) 1) , waarult volgt O< - R (- 3-)«\-

;_1 . Beperken we ons voor het gemak tot even n dan is
2.3
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- §n< R (§)~R (- 3)4 «muumw Daar van de resulterende reeks alle ter-
2.3

men & 0 zijn is de fout bij afb reken zeker gz O dus

Qﬁfi(gd - R (~?)<-ww-7 Als we nu zorgen dat wmw—ww $ 266 8an is
san de voorwaarde volgaan. Dit is vervuld voor nmé Nu is

§+%+ g o Bk e 8RR o2 Biz | 15m1689’

37.5 1215 1215 1215 2.3 2430

of 0,693 & Log 2 < 0,696,

Om een logarithmentafel te maken moet men in een zekere benadering
de logarithmen bepalen van een stel rotionale getallen. Op grond van de
eigenschappen van de logarithme is het daarvoosr voldoende de logarith-
men van ce natuurlijke en zelfs van dc ondeelbare natuurlijke getallen
(z.g. priemgetallen) te kennen. Om de logarithme van een priemgetal p
te bepaler, als die van de kleinere priemgetallen al bekend zljn, kun-
ren we ale volgt te werk gaan: we gebrulken p = E:ifT , dus Log p =
= Log (p-1, - Log(ﬂ— %). Nu is p-1 een product vgﬁppriemfacteren < D
en Log(p-1, dus bekend; Log(1- %) berekent men door in de reeks voor
Log(1-z) te substitueren z= % . Voor niet te kleine p convergeert deze
reeks zeer g.ed, Voor p >2 is het procédé nog lets te verbeteren, want

dan s ook p+’ een product van priemfactoren <p en men gebrulkt

paw =10PH1 yoor kleine priemgetallen 1s dit procédé practisch

nog niee zo brilkbaar, omdat voor een matige graad van nauwkeurigheld
al een groot az1tal termen van de reeks nodlg 1s (men vergelijke het
bovenstaande vo.rbeeld); voor deze bestaan er nog andere kunstgrepen
om de berekening te bekorten. We gaan daar nilet op in. Wel merken we
nog op, dat als men in plaats van de hiler gevonden natuurliljke logarith-
men logarithmen mct grondtrl 10 (z.g. Brigg'se logarithmen) wil hebben,
men het resultaat loor log 10 moet delen, mmers 1010@ a = %%%—%G-(zie
an I 75).

We geven nu noy een andere afleiding voor de reeksontwlkkellng van
Log (1+z), die eenvrudiger is dan de bovenstaande, maar alleen voor
iz} <1 geldig is. T functies Log (1+z) en f%i (-1)"" -1 % z1ijn beide
voor 1zt <1 differentieerbare fuacties, De B="1 cerste heeft afgeleide

7%5 : van de tweere kan de afgelelide werden bepaald door termsgewljs

= \n n 22 n
differentiéren, hatgeen ;; (-1)" 2= 5 (-z) oplevert. Maar nu geldt
n=0
T—F'E % (-z)" meetkundige reeks); de beide functles hebben dus de-

zelfde a geleiﬁe en zijn .dus op een additleve constante na aan elkaar

gelijk (2.15). Duor z=0 te subatitaeren ziet men dat die constante nul
is, due Zog (1+2z) = fﬁ' (-«1)”"q Q voor 1z} < 1.
Ne=
Da- deze afleiding mogelijk is berust op het feit, dat de afgelel-

de van Log {1+z) een zo eenvoudige functie is, dat de geldigheid van dec
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reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is, BlJ andere func-
ties zal de methode meestal niet tot vereenvoudiging lelden. Bovendien
levert deze methode ook niet de voor de practijk zo belangrijke rest-
schattingen,

We willen nu (1+z)" (mwillekeurig complex) in een reeks van Mac
Laurin ontwikkelen. We msken precles dezelfde afspraken over coupure
en hoofdwaarde als hierboven blj log (1+z).

Opgave 57, Bewijs dat onder de hierboven gemaakte afspraken geldt

a’(qez)* Yg' w=-3)(1+2)""" voor alle natuurlijke n.
dz J

We defini¥ren ﬁ% voor complexe w en natuurlijke n een binomiaal-
T 0a-9)
coBfficidnt ) = 4~93T*“* ; verder (g} =1. Voor gehele . 20 stemt
deze definitie overeen met die uit de algebra (zle al 2). Stellen we
nu £(2) = (1+2z)" dan is f(n)(z)m .(n)(1+z)”'n en f( )(O '(“‘ voor
alle gehele n20. Dus (1+b)" = ?é: (%) zk+Rn(b). Als j geheel en 2 0
is (w=m), dan bevat (ﬁ) voor K0 g ym een factor m-m=0, dus is
(ﬁ)uo. De reeks van Mac Laurin reduccert zich dan tot een elndige som

en voor n>m is R (b)=0 voor alle complexe b. Dit levert de uit de al-

m Inoom _k
gebra bekende formule (1+z)"= $~ () z~ voor alle complexe z (binomi-
salformule van Newton). we K= sluiten het geval dat 4 geheel en ¢ O

is, nu verder uit. Dan is (g) #0 voor alle n. We bepalen nu de conver-
gentiestraal van de reeks; stel m= X +iA (Xen A redel),

n=1
. jﬂ; (w=3)(n+1)1 y o o
Nu is (M) ] =] 2 N W .l N z
‘(n) (nM)% . 0_% (hed) | =N ,\(/( ) '\/nn ~21n+v +/\

en dit nadert tot 1 als n-; ec. De convergentiestraal is dus 1. Voor
Ibl ¢ 1 beschouwen we nu de restschatting van Cauchy: (b); <

HA

ot ‘b‘)r (1= 3o () (1 T* 0 = ) (2| ;m“(q-m“‘“i(wh)m 1
n=-1)1 ' '

met O £ ¥ $1. Evenals biJ de logarithmische reeks geldt | 1+ Abl 2 1= 0
en |1+ Wbl 2 1-1cl > 0. Verder geldt |(1+3b)" "= {e (-n)Log( ’“‘m")l
=}e(ﬁan+ik)(Logi1+'¢bl+ 1 ar‘g(wa))‘== o f-n)Log 11+ Vbj - Aarg(1+ Tb)_

PP L Aarg(1+ Ub) Aarg(1+ dAb) ¢ i

. Nu is e~ en

(1= F)PT |14 Vo) *-Pa (v%)n"“ e 36T gpre TR a1t laatste 1s
%=

£2 ﬁla w2 en “(1-‘30\}K -1 als 5.41 Verder is n(}) =
o
n ?!EO (r-3) MT (w=3)  m T (R=1-3)
- =0 - = = P(n~ﬂ)' De reeks

n! (nm): (n—-’%)l
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wm -1 - ne--1
(n~1) 2"~ convergesrt absoluut voor 12V <1, dus lim }?g_ﬂ)ilbi =0,
ﬁ”ﬁ | N9 o0
dus ook 1im nj(“)? . 1im Aﬁbgi(g:g)iibin“ﬁ =0, Ult dit alles samen
7= OO 1=y & ’

volgt 1im R_(b)=0. We hebben dus de volgende stelling gevonden (die na-
n= oo

tuurlijk ook geldt als mgehecl cn 2 0 is).
(12.4) (Binomiaalreeks) Voor alle complexe z, waarvoor geldt 1zl ¢1,
geldt, als men (1+z)" met de hoofdwaarde van log(1+z) definieert:

n

o
(142)" = 5 (M),
n=d "

Het is mogelijk om aun te tonen. dat de binomlaalreeks (4+z)“’ook
nog voorstelt als 1zi=1, z<4-1, w>=-71 Verder blijkt de binomiaalreeks
divergent voor 1zi=1, K 3-1 en voor z=-1, X = O,;k#O. We gaan daar nilet
op 1in,

- N@“‘ 1
Opgave 58. Bereken™ 3 tot op 1556 nauwkeurig.
Opgave 59. Bewljs dat (g)m(”n ) o+ (n_q)voor complexe M en natuurlijke
n (verzelijk al 2 oppave 6).
Opgave 50. Bewijs dat (@J = (-1)° ("“+g'1) voor complexe m en gehele
n 20, Tontroleer net behulp hiecvan dat de binomiaalreeks voor pa -7
ecn meetkundire reecks oplevert, Bepaal ook de co¥ffici¥nten van de bi-

36).

ncniaalreeks voor p=-2 (zie ook opgave
Ovzave 61. Bew:. ‘s dat fn41)(ﬁﬁ%) = (u-n)(4) voor complexe g en gehele
nzo,

We geven mu rog cen ardere afleiding van de binomiaalreeks. Stel

)

g(z) = E{; () v voor complcxe z met 111 1. Dan is
N
(2) = e 00 din (e2)gt 2)- pe(z)= S (041 ()2
G z) = n i 7o Tuds +z)g' z)~ pglz)= n+ 4
° gg@ % =D n+1
e ( A} ‘"? ’ A n
< e n- A = -
+ P (n+1)(5q)2" ’Myﬁ?“ﬂ Z { 1) () »)(n)}z =0 (zie op
geve 61). Stellen v nu hiz)= (142)" " (z), dan is h'(z) =
A - A 3"'\
= (102) Mgr(z) - A TEL <—¢— (1+2z)g' (z)- ng(z))=0, dus
hiz) is constant Dot z=" in te vuller vindun we dwt de constante 1 1is,
“
dus (1+2) Me(z)=1, cv. g(z = e R - pLog(1+z)_ o pLog(1+z)
u Y
= (1+2)

613, Cyclometrische “un.ti's.
Als sin z, = sin 22; Jin 1s J=sin z,-sin z,= 2 cos 3(z,t+z,)sin $(z,-2,),
dus %(z2+zﬂ)m%ﬂr+n1f of g -o,)=rm ,dus z,= T-% 20T of zy=2z,+2nT LAls
omgekeerd zaa'ﬁuzﬂ+ﬁﬁv of . =u.+Enw dan is sin zqmsin Zp e Als we ons
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dus beperken tot die' complcxe waarden van z, waarvoor -3Mex<#t , of
X=$1 ,y 20, of x= ~4w , y20 dan 1s sin z blijkbaar eeneenduldig; ver-

‘ S R der neemt sin z daar ook alle waarden 2an die
~ ¥ff§f ”i:;j;. sin z voor willekeurige complexe z Kan aannemen.
ﬂ*,wwﬁfﬂwlf:f:' Neemt men n.J.. cen willekeurig complex getal z,
37 ;gj:f'ww»:ggjf”f L™ dan kan men daarbi) zonder dat de waarde van
ijf:::ffwiLJ5>“ sin z verandert cen dusdanig geheel veelvoud
,:; jw“"j:’:“ van 2% ziJ optellen, dat -;:-‘W éx<%~n’; als dan
T et T %‘ﬂ <X< ?n , nemen we -z, dan is daarvoor

“3Tm¥x<kw; als x=t7, y 50, nemen we ook W-z, dan wordt X=4T ,y<O;
als ten slotte x= -7,y <0, nemen we w-2z-2T = -we-z, dan wordt

X= -1,y >0, Van de nu eenecnduidig zemaakte functie w=sin z, vormen
we de omkeerfunctie en noemen deze arcsin w, Teze stemt voor reéle w,
waarvoor -1Swe 4 geldt, met de in d2 cursus anclyse I gedefinieerde
functie overeen (zie ¢n I 118). We weten overigens nog niet voor welke
waarden van w de functie ar:sin w ged:finieerc 1s; we zullen aantonen
dat dit voor alle comp.exc w het geval is. Hiertoe voeren we eerst
twee functies in dic sii 7z en ch z worden ges:chreven en sinus hyperboli-

cus en cosinus hyperbolicus weoden g-noemd 'zie ook an I §33) als volgt

m———

i
(i
o

!

©
s

sh z
ch z =% ¢+ ° ,

Teze functies zljn relfe voor retle waarcen van z en wel geldt voor
A\ e
rele x dat ch x 21, wanc ch -1 = ih”_;»wr en dat sh x hetzelfde teken

QEZ”, 20¢
heef* als x, want sh z = - .
ce
(13.1) sin z = - 1 sh (4¢), th z = - 1 ain (iz),

cos z = ch (iz) , hz - cos iz),

il

Met behulp van (13.1) kar men uit formules voor €in z en co8 2z

formules voor sh z ¢n ch z malen
- , . 8 d
Cpgave 62. BewiJs (13.1) en re- ¢ formules voor d 52 ., g: z,

sh(zﬂ+22), ch(zq+zg).
Opgave 63, Bepaal de reeksen 17 Mac _aurin van sh z en ch z.

(13.2) s8in z = ch y sin x + 1 ¢ y cos x,

co8 2z = ch y ¢cog x -~ 8y sin x,

Bewijs: sin z = sin(x+ y)= in x cos(iy)+ cos x sin(iy) =
=chy sin x + 1 sh y cos « en ¢'s z = cos(x+ly)=cos x cos(iy)+
- 8in x 8in(iy) = ch y co8 x - 1 sh y sin x,

In (13.2) wordt de oplitsing van sin z en cos z in redel en imagi-
nair deel gegeven,
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We keren nu terug tot arcsin., Blijkbaar 1s arcsin 1=5 7 en
arcein (-1)= b,
(13.3) Voor alle complexe w#1 en # -1 gcldt arcsin ws T log(dw+(1 - ) )
mits in het rechterlid zowel bi] (1~w2)5 als bij de logarithme de hoof
waarde wordt gekozen,

Bewljs: We tonen eerst aan dat het reuhterlid gedefinieerd is voor
alle wf + 1. Nu 1s (1- Wj‘?)'3 g@deiinieevd als 1-w 240, d.w.z. wé + 1; de
logarithme is gedefinieerd als iw+(1-w )2¥O Uit dw+(i- wz) =0 zou vol-
gen iwe -(1—wp)%, woe1-w® hetgeen onmogelijk is., Verder geldt

L
sin (4 log(iw+(1- 2)”’5)) - ﬁr (iw+(1- we «m~?-~§7§ ) =
. 1w+ (1
%T (1w+(1 w2)§ (1- )%+1w)aw Dus 18 arcsin w gedefinieerd; noem g
z=arcsin w, dan is sin _ZEW en we moe.en bewi jzen dat z~ L log(iw+(1-w )2)
Nu geldt T 103(1w+(1—w )2 )= % log(i sin z + (1-(sin z) )2 )=

- 1
= ; log (((cos z)&)% +1 sin z). Nu is ((cos z)° )ﬁn cos z of = - co8 zZ,

We zullen bewijzen dat het eerste het geval is. Voor een complex getal

a#0 geldt voor de met de hoofdwaarde gedefinieerde a§ dat l{a% =
3Logiar + 1 arg a L
e ={ai? cos(} arg a) 20 wegens ~4w < ¥ arg as 3w,
Verder volgt uit (13.2), -5w $x$ssven ch y >0, dat Rcos z=ch y cos xz0.
Als de re#le delen >0 zljn, zijn we klaar, Als Wcos z=0 is, is x= +& 7,
Als Xz%?? dan 18 y<0 en cos z = - 1 sh y, dus W ocos zo 0; als X= -3
dan 18 ys30 en cos z = 1 sh y, dus Ycos z>0, Dus 18 cos z zuiver ima-
ginair #0, dus (cos z)2 regel < 0; voor de hoofdwaarde geldt
arg ((cos z}g)m-n, dus % arg ((cos z) %#%ﬂ , dus 3 (((cos 2)2)%)> 0. Ook
in dit geval 1s dus ((cos 2)2)§x cos z, Verder geldt voor de hoofdwaarde
dat arg eiza arg eixzx omdat -iw £ x$4smw , cus Log ei = Log e SyHx
= -y+i arg e ¥ -y+ix=1z. Uit dit alles volgt dat T log (iw+(1-w )§)~
= % log(cos z+i s8in z)= T log e'Z.z, Daarmee is het bewiJs van (13.3)
voltoold,
Om de differentieerbaarheid te bewerkstelligen moeten we blj de
hoofdwaarden ook nog de argumentwaarde 7 uitschakelen. Nu 1is 1—w2 dan
en slechts dan re¥el en sO alblw redel en 21 of ¢-1 is. Verder 1is
hierboven bewezen dat iw+(1-w-)2=e iz =eV(cos x+1 sin x). Dit is wegens
~trsx &¢4w alleen dan rekel als x=0, maar dan 18 cos x=1 en eV 50. De
enige waarden van w die we dus moeten uitsluiten zijn de re¥le waarden
21 en §-1. Voor de overige waarden van w 18 arcsin w differentieer-
baar en er geldt
d arcsln w _ 14 d sin z
W z
(13.4) Voor alle complexe z, behzlve voor z re¥el 31 of & -1 geldt
d arcsin 2z
Laregint .

) 1
= 1: cos z=1: (1~w2)5m (ﬁ—we)‘é.

1—zg)“% (hoofdwaarde in het rechterlid).

- Opgave 6. Bereken g~£§%§32~3 met behulp van de formule in (13.3).
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Om de reeks van yac Laurin van arcsin z te bepalen; bepalen we
1. el “];
eerst die van (1—22)"2 = 7 (ﬁ)(-ﬂ)n 2" voor izt < 1. Nu heeft
n=0

2_0 1 n 221’]‘{‘1 .
%QDCEQ(—ﬂ) s voor izl < 1 dezelfde afgeleide als arcsin z en stemt

er dus op een additieve constante na mee overeen. Maar arcsin 0=0 en de
reeks is ook =0 voor z=0, Verder geldt de volgende betrekking:

n s
(13.5) (ﬁ% = Lé%%—-(i?) voor gehele n 0,

Opgave 65. Bewijs (13.5).
Dit alles samen ge~ft de volgende stelling:

(13.6) Voor alle complexs z, waarvoor geldt lzi < 1, geldt

=0 2n+1 ,

. - /2ny o 1. 3.3 5.5 7, .35 .9
arcsin z = 7 M = e 27 e ZTh sSm 24 mEEs ZOhe .. e
o 0 one ) 5 0 7 1152
Nu is 'sin %ﬂT: %. Er geldt n.l. sin 3x= 3 sin x-4(sin x)3 (zie Dblz.

66); als sin x=% is sin 2x =7. Omdat sin 0=0 en sin $7=1 is er een re&le

x met 0 «x < %77, waarvoo: sin x=%; voor die x geldt echter O <3x<;%11
en de enige y met 0 <y <éfﬁ, waarvoor geldt sin y=1, is y=3-r . Dus

1.1 o s 20
sin Efn—ﬁ- . Dus arocsin = T

4 &2 on g ] l 3 >_
(13.7) z7 = z (W) —— T =ztmm st o

n
(2n+4 2

Men kan bewijzen dat de reeks in (13.6) de functie arcsin z ook
nog voorsteltiwor alle complexe z met 1zi=1, Men zou zo door z=1 te sub-
stitueren ook een reeks o~ L+ kunnen kvijgen,

De behandeling van de ‘rkering van cos z brengen we terug op die
van sin z met behulp van cos : = sin($7m-z). Als -3 < 37 -Xx< 37w, of
3 -X=51T , =y S0, of $W-x= =37 , -y 20, dan is sin(4w -2) eeneendui-
dig en neemt alle complexe wa:rden aan, Dus als 0 «x <YW, of x=0, y20,
of X= ,y£0, dan 1s cog = ecr=zenduldig en neemt alle complexe waarden
aan. De omkering noemen we arc:os w, dan stemt deze voor redle w, waar-
voor -1 $w £1 geldt, met de in fe cursus analyse I gedefinieerde functie
overeen, Verder volgt ult z=arccrs w, dgt 3+ -z= arcsin w.

(13.8) arccos z=tt -arcsin z.

(13.9) Voor alle complexe z, behalve voor z re&el 21 of &-1, geldt

L ~
d arg;os z “(1"22)'2 (hcofdwaarde in het rechterlid),
We definigren, in overeenstenming met de definitle voor re&le
veranderlijken, tg z= %%gmi gedefinieerd voor z# 27 +nv . Dan geldt:
21z
(13.10) tg z = 4 &,



an II 76

Uit de definitie van tg z leidt men direct af:
, d tg 2 2
('334.‘3’1) -—-—a%—“ = 1+({tg z)°,

Als tg zqatg Z~, dan 1is cos z, sin z,= COB 2z, 8in Zss dus

& [
sin(zgazﬁ)wG, dus z,=z,
Als we ons beperken tot dle complexe waarden van z, waarvoor

~nv , Als omgekcerd ggmzﬂ+nﬂ dan 1is tg zqwtg Zpe

4wex®iw, z#v , 1s tg z eenecenduidig en neemt alle waarden aan die
tg z aan kan nemen, Dc cmkeerfunctie noemen we arctg w. Weweten nog nilet
voor welke waarden van w, deze gedefiniecrd is, Uit (13.10) volgt dat
er geen z bestaat waarvoor tg z=1 of tg z= - 1 (ga dat na). Hierult
volgt dat argtg w voor w=1 en w= - i niet gedefinieerd is. Voor alle
andere complexe w is dat wel het ge' 1, zoals uit onderstaande stelling
volgt,
(13.12) Voor alle complcxe wé” en ¥ -1 geldt arctg w= %I log %%%g smits
in het rechterlid voor de logarithme ce hoofdwaarde wordt genomen,
Bewijs: Het rechterlid h:eft zin, want 1+iwd0 en 1-iwf0. Verder
1w

ame =1
geldt tg( gT log lfig) = % %%ig $; =w, Voor deze w 18 arctg w dus ge-
T - 1+iw
definleerd. Het imaginalre docl van de hoofdwaarde van log T—Tw is
>=-m en 3w, dus het rcllce cel van i log v is >~ en &%,
. . 14100 I-1w
Hierult volgt dat argig w= - log W’I%"

Opgave 06, Bewijs dat ;ﬂiﬁ dan en slechts dan re8el en $0 is als w
dw
zulver imaginair is en ' 2 7,

Om differentieerbaarreld “e bewerkstelligen moeten we dle waarden
van w ultschakelen, waauvoor %?%g retel en negatlef 1is; dat zijnzulver
imaginaire w met w1 > 7 (zie ongave 65", Doen we dit dan is

d arctg w =1: d tg z _ 3 3
W Yoodz T

T . 73
ket omo T A4+97

(13.13) Voor alle complexe z, tchalve als z zuiver imaginair 1s en bo-
vendien lzi 2 1 geldt, g-1dt

d arctg 2z |

T T T :::E

Opgave 67. Bereken met behulp van de formule in (13.12).

Om de reeks van Mac Zaurin van arctg z te kriljgen gebrulken we de
reeksontwikkeling van log %;ﬁ met daarin iz voor z gesubstitueerd (zle
(12.2)). Dit geeft

d aretg 2
gl

-~
1 ©2 o(4p dr+ ) n ZQYH"'}
aretg z= gy 2 A —- 2 (7 ompr

{13.1%) Voor alle compicxe getallen z, waarvoor geldt lzi <1, of z=1 of
2w - geldt ook
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< 2n+1
nz 1.3, 1.5 1.7
3 s hd s e, + YA +"too .
arctg z gi (=1)" mp = 2 32t 5 w2

Omdat sin g-»wm sin(s® -—%ﬂ)m cos y1, 18 tg g'ﬁ“‘m’\, dus arctg 1= g—-m

Hierult volgt

=

, 1 o 1 1
(13.15) gT= 2;>(uq)n = 1- 3 b
N= :
Men kan bewljzen dat de reeksontwikkeling voor arctg z in (13.1#)
ook geldt voor 1zi=1, z#i, z£ - 1.
De reeks in (13.15) convergeert slechts zeer langzaam, Een goed

convergente reeks voor %11krijgt men, door ult te gaan van de formule
1 1

(11 DN

- %+... (reeks van Leibniz).

=h arctg‘i - arctg
met (13.14) ge ontwikkelen,
Opgave 68. Druk tg(zq+z2) ult in tg z, en tg z,.

en de in deze formule optredende arctg

g . 4 o n g
Opgave 69. Bewljs dat ;o= 4 arctg ® - arctg g

Opgave TO. Welke waarden neemt arcsin z aan als z re¥el en 21 of -1
1s? Welke waarden neemt arctg z aan als z zulver imaginair en 1z > 1
is? ‘

Opgave 71, Voor welke complexe z 18 sin z redel?

§14, De hoofdstelling van de algebra,.

In deze paragraaf zullen we de op blz. 1 aangekondigde hoofdstel-
ling van de algebra bewljzen, Deze houdt in, dat bilj een polynoom
n
t(z)= 7_ a, 2% van graad z 1 (dus nz21 en an¥0) met complexe coBffi-

k=0
ciénten a, een complex getal Zs bestaat, zodat f(zO)zO. Omdat het be-

wijs nogal ingewikkeld is, zullen we eerst een beschrijving geven van
de grondgedachten, waarop het berust,

We beschouwen de functie [f(z)| ; hiervan kunnen we bewijzen, dat
als lz| groot wordt, |f(z)] ook groot wordt. Het bewijs berust hilerop
dat voor grote |z] 2lle overige termen van het polynoom zeer kleln wor-
den, vergeleken bilj de term anzh van de hoogste graad; verder 1s

lim lanzniz oo, Hieruit volgt dat we voor het zoeken naar een Zys Waar-
{21 00
voor f(zo)mO geldt, in leder geval waarden van z met grote absolute

waarde bulten beschouwing kunnen laten,

Uit het voorgaande volgt dat er een redel getal R> O bestaat zo-
dat voor alle fomplexe z met |z|=R geldt |f(z)|> |£(0)] =}ao\. We beper-
ken ons nu tot die z waarvoor |z| & R geldt; deze vormen een compacte
verzameling. Omdat [f(z)| een continue functie is, is de verzameling
der functiewaarden |f(z)| ook een compacte verzameling en wel van redle
getallen, d.w.z. een begrensde en gesloten verzameling van re¥le getal-
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len. Van een dergelijke verzameling is makkelljk aan te tonen, dat deze
een kleinate element bezilt, Dit betekent, dat er een 4 bestaat met’
lz,| & R zodat voor alle z met |zl s R geldt |f(z)] 2 if{zo)i (d.w.z. |£(2z)]
is minimaal in zo}. Nu is het uitgesloten dat gzoimﬁg was n.l. |z |=R,
dan was if(zo)jaif(a)ﬁ, hetgeen in strijd 1s met het feit dat |f(z)|mi-
nimaal 1is in Ze Jus geldt gzoia R, Er i8 dan een omgeving C van Zys 20-
dat voor z in die omgeving geldt |z| <R,

We kunnen nu aantonen, dat als a een complex getal 1s, waarvoor
geldt f(a)#0, in ledere omgeving van a een b bestaat, waarvoor geldt
[£(o)]< |f(a

Met behulp hiervan kunnen we aantonen dat f(zo)nO; Als n.l,
f(zo)#o, dan nemen we de omgeving O van z_ en vinden daarin een z,, zo-
dat if(z,)| < |f(z )| + Omdat |z,{< R, is dit in strijd met de minimali-
teit van |[f(z)| in z,. Dus f(z )=0.,

Na deze beschrijving geven we het bewljs, Hiertoe behandelen we
eerst drie hulpstellingen.

o,
(14.1) Als f(z)= 7_ ay zk, als nz1 en als a #O dan is er een redel

getal R>0, zodat 0 voor alle z met |z|=f geldt \£(z)| > |£(0)|= |a,!.
22’0 lay| +la, +}an} -.
Bewl js: Neem R= 25 , 8an 1s Rg 1. Als-|z|=R, dan
N - - n = n _ _
geldt [f(z)| = ié%b a, z ‘w {an 20+ 7 8y 2 ig ‘anz i g;% iakz !w
o | R r‘]’/f 8 1;‘%13 |R" - gV b Ia = R%"(|a|R b ;; 1)
= - : Z | - Lo lapi= - =
n o K n r S =
I’l-ﬂ § !
=R (lagl +lagl )z lal+la l> e |.
(14.2) Als m een natuurlijk getal is en als ¢, en ¢, twee complexe ge-
tallen #0 zijn, dan bestaat er een redel getal <p, zodat voor alle
complexe w , waarvoov geldt arg w=¢ en O< |wig \/ﬁl—\ ook geldt
m ¢ |- -

ico + C W { = LIO - C Wm1

Bewijs. Er zijn reBle getallen o« en ,6, zodat ¢ o® Ic \e en
¢= | m}e . Stel nu w=lwle ? | dan is ¢y + wm~lu }e Bl imP_
= el (fegl+le, Wm;ei(m¢ +’5'cx)). Stellen we nu @ = 1 (e ,e+—ﬂ) dan
is ei(mq>+;?—<%)m el = -1 en Co * c% Wt o et (leyl=le,w Als nu
0 < lwig \V[F§é1 » dan 1s |e |- |e w'|>0, dus |e + ¢ $m!u)c | -|e wmi

m =

(14.3) Als f(z %;: " zk, als nz1, als a #0 en als a een complex

getal is waarvoor geldt f(a)#0, dan bestaat bij ieder re¥el getal &£ >0
een complex getal b zodat [|b-al<e enlf(b)| <|f(a) .
(a+w)

Bewl js: Stel w=z-2, dan 1s z=a+w en f(z)=
n

n n ‘ =0
o %g% 8y %ﬁg k) a3 wd o ;Z% éiﬁ (g) A ak'5 w). Noemen we nu
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¢ 4= kzs (?) 8 a%"d, dan 1s £(z) = éi; cng. Nu 1s ¢ = %i% akak =

= f(a)d0 en ¢, = an¥D. Omdat nz 1 en Ln¥0, is er een klelnste natuur-
11jk getal m, waarvoor geldt ¢ %O Kies nu bl] deze ¢, en co een ¢ als
in (14.2) en een W, netw:rw 4= ﬁ ,§2odat in het geval dat m«<n geldt
iw,l=min (1,%¢ ,

\" aiﬁz , ) en in het geval dat m=n

\" e
doiml > %’ gc

~m+ﬂ
., In leder geval 1s dan w, een w als 1in

.-3?
3

O‘O;

geldt }wﬂim min (¢ ,\/W

(1%.2). Als m«<n 1is yoor jamm wegens |w,| £ 1 verder W4l J & (Wl

en bovendien |w,| pa §cj§§ 5le,|. Stellen we nu b=atw,, dan 1s
. J=m+ n

‘b-a| ={w,l £3¢ <&, Voor men geldt nu I£(b)| = } 7 ¢y wﬂjx =

n

o | o m =T o 3 < ! m i M J £

=lcg + o Wo v L W ] £ Jogtewy |t 7 1cjw1 !

m+

< 1¢
R |

0

¢ ) { i ] ny "
Voor m=n geldt |f(b)| =|c_+c w, ;:4 | - L zgico\sz(a)L Hiermee 1s
het bewlijs van (14.3) voltcoid. n
(14 .4)(Hoofdstelling van de algebra) Als f(z) = /_ akzk, als nz 1 en

als an¥0, dan bestaat er een complex getal z
£(z,)=0.

Bewijs: Omdat f(z) continu is, is ook |£(z)| continu (ga dat na).
We kiezen een re¥el getal R>0 ala in (14.1) en beschouwen de verzame-
ling V der complexe getallen z, waarvoor geldt lzjg R (gesloten cirkel-
schijf). Dan is V begrensd en gesloten (zle opgave 10). Beschouw nu
de verzameling W der getallen |f(z)] voor z ¢ V. Op grond van (6.1) is
ook W begrensd en gesloten; bovendien bestaat W ult rele getallen z O,
Noem W= inf W, Stel wa;w, dan 18 er bij iledere £¢>0 een weW zodat
WS WW b E, dus 1wo—w;<:a; voor die w geldt uilteraard w#wo, omdat
we W en w0¢'w. Dus 1is w, een verdichtingspunt van W; dit 1s echter in
strijd met het feit dat W gesloten is, Dus geldt W, G W. Laat z, een
complex getal zljn, waarvoor geldt z,¢ V en f(zo)nwg. Dan geldt voor
jeder complex getal z met iz} = R, dat |f(z)]z %f(zo)]. Stel nu
|z |=R; daar |0l R, geldt If(o)l & [f(z )}. Uit (14.1) volgt echter
if(zg){ > |f(0)|; dit geeft een tegenstrijdigheid. Dus 1203¥R; daar in
ieder geval |z |sR 1s, geldt dus [z | < R. Stel nu f(zo)ﬁc. Op grond
van (14.3) bestaat er een complex getal b, zodat lb-zo§< R4z | en
l£{0)| <|f(z )| . Uit |b-z |<R-|z_|volgt |bjafb-z | +|z |<R-|z.| +|z |=R;
hieruit volgt le(b)} 2 if(z )|. Dit geeft een tegenstrijdigheid; dus
f{ag)wﬁ. Hiermee is het bewijs van (14.4) voltooid,

o? waarvoor geldt
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Opgave 72. Als n een natuurlijk §egal is en als a en b complexe getal~-
len zijn, geldt a® - b" = (a-b) 5= a9 "~ ""J- pewiys dit.

n
v — ” ')’k [ ¥y A .
Opgave T3, gls f(z) = ZZ: 2,2, als n&1 en als an¥0 dan geldt
2

0
m § {Z—' ) Aarin <
f(z)= 2, 52% ( “3) WAArdn o, .., &
verachillende complexe getallen zijn, Als f(a)=0, dan 1s a= o, voor
een of ander natuurlijk getal J met 15 j%n. Bewljs deze beweringen.

constante, niet noodzakeliljk

Einde van het eerste-jaargedeelte

van de curguf8 analyse II,




Avondcursus 1955-1956

Analyse IT
door

Dr W, Peremans

%'15‘ Voorwanrdeli jke convergentie van oneindige reeksen.

Een reeks heet voorwaardelijk convergent als hij convergent, maar

niet absoluut convergent is. Een voorbeeld van zo'n reeks is

(2% i

’?”'(mﬁ)n 1 %, die convergent is met log 2 als som, maar niet absoluut

M=) o

convergent, omdat / 5 divergent is, Hetgeen we tot nu toe aan conver-
n

gentlekenmerken van reeksen hebben behandeld, had bijna uitsluitend be-
trekking op absolute convergentle. Een uitzondering vormden de gevallen,
waarin convergentie van een reeks van Taylor op zljn convergentiecirkel
werd aangetoond; aan zo'n geval is bovenstaand voorbeeld dan ook ont-
leend. We zullen nu enige convergentiecriteria afleiden, die speclaal
bruikbaar ziljn voor voorwaardelijk convergente reeksen. Een belangriji
hulpmiddel hierblj 1s partiBle sommatie,

Laat k en N natuurlljke getallen zijn, waarvoor geldt k<N, Laat

verder complexe getallen a en b .,bN gegeven zijn, We willen

N 1,».-,8N k,-o
g ' anbn in een andere gedaante schrijven. Hiertoe noemen we, ever-
H=k n
= - < i = qa =A -
als vroeger, An"%ﬁﬁ a, voor 1€n <N, dan is aquq eg dn‘An An_1 voor
2<n< N, Stel nu eerst k22, dan geldt 2 a b= § bn(An‘An-"l) =
N=k =
N vﬂ” N N-1 N-1
==§$;§ Prin- %;E-bnan-ﬁz - Ppfy T g:ﬁfﬁ P41 AnztkgﬁwAn(bn~bn+1) -
. .
toyhy = DpAy_q. Verder geldt (voor k:ﬂ),;wqanon = a,b, + 3 a b § pas-
i S

sen we hierop de zojuist gevonden formule met k=2 toe dan vinden we

N-1
A (b=t ) + DAy = boh, = §nm:1j A (b =b ) + By iy -

- . =
n(: anbnz i\,,}b,1 +

Nz

Hiermee 18 de volgende stelling gevonden,

(15.1) (Parti¥le sommatie) Als k en N natuurlijke getallen zijn, waar-
voor geldt k<N, als Bqse00s8y €0 Dp,...,b, complexe getallen zijn en

als A= } a_ voor 1< n< N, dan geldt

e



N-1
Zﬁ: 30y =) Ap(Bo-bpiq) + Dyhy

MU N-1
%m a, b, = ;Eg-Am(bn”hn+1) + byAy - bAy 4 voor k22,

Door de afspraak AOaO (lege som), kunnen de twee formules van
{(15.1) tot een verenigd worden.

Neem nu twee oneindige rijen 8458554+ €D bﬁ,bg,... en veronder-
stel det de ri] Aq,AQ,... begrensd is, d.w.z., er is een redel getal

N-1
C >0 zodat }An‘gilvoor alle natuurlijke n. Nu is,y** An(bn'bn+1)/£’
N"’q \'-\-m =
B - Y -
£ C %Eﬁ"b” bn+1" De reeks éTJWh bn+ﬁ; is dus een majorant van
Z:'A (b_-b_..). Toepassing van (3.13) en (15.1) levert nu onmiddellijl
= p'n n+1

het volgende convergentlecriterium,

(15.2) Als a,,a,,... €n b.,b.,... rijen complexe getallen zijn, als
g 122

Ryshosees (de riJ der parti¥le sommen van aq,ag,...) begrensd 1s, als
de rij Aﬂhﬂ,AEAz,... convergent 1s en als de reeks En ‘bn‘bn+ﬂi conver-
gent is, dan is de reeks Zzianbn convergent.

N

Daar de toepassing van (15.2) in practische gevallen vaak wat om-
slachtig 1s, behandelen we enige belangrijke speciale gevallen. Onder-
stel dat de rij b,,t,,... redel en monotoon is. Als hiJ monotoon niet-

4
bo>t dus - = h_~b . ;
stijgend is, is b2 P dus )bn Ln+q1 = b, ln+1 voor alle n; als hiy
let-dalend ig, 1s b < b dus | b - = -(b,- ‘
monotoon niet-dalend iﬁ’ i %ng o jug ibn bn+1§ (bn bn+1) voor
~ « 1 s . - wn -
rlle n. Er geldt dus %;j |20 4] = £ Z:” (b =bya) = + (Dy-Dy, ).

Als de rij b,,by,...
1272 —
dus convergeert de reeks éw“fbn—b

bovendien begrensd 1is, dan is hij convergent en

n+1l . We moeten nu nog een voorwaarde

vinden voor de convergentie van Aﬁbﬂ’Azbg"" . Daar we al weten dat
bﬁ,bg,,., convergeert, is de convergentie van AW,AQ,..,, d.w.2. van
Z:;an voldoende., Een andere mogelijkheid is te veronderstellen, dat
riggﬂ bnmo, dan is voldoende te veronderstellen, dat Aq,Ag,... begrensd
is (zie (2.6))., Dit levert ons de volgende twee convergentiecriteria.

(15.3) (Convergentiecriterium van ibel) Als ZZjan convergeert en als
de rij bq:bga-*~ redel, monotoon en begrensd 1@, dan convergeert

g anbn.
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(15.4)(Convergentiecriterium van Dirichlet) Als Z:t a, begrensde par-
ti#le sommen heeft, als de rij bq,hg,... reel en " monotoon is en als

lim b =04 dan convergeert E:lanbn
n-»00 n

Een andere mogelijkheld 1s om uit te gaan van de convergentie van
Z: ’b -b, !& Daaruit volgt de convergentie van E:Z(b 'bn+1)’ maar

Z (Lﬁ bn+1) = b1 bN+1’ dus bq,bg,.‘. convergeert, Evenals boven volgt
N 4
de convergentie van Aqbq,Agbe,... nu hetzij uit de convergentie van

Aq,Ag,... hetzi]j uit lim bnmo en uilt de begrensdheid van AQ,AQ,... .

Dit geeft de volgende wee convergentiecriteria.

(15.5)(Convergentiecriterium van du Bois-Reymond) Als Z:: a, conver-
n

geert en als voor de rij bq,bg,... geldt dat Z:i b, bn+1) absoluut con-

vergeert, dan convergeert J a. b,
n

(15.6)(Convergentiecriterium van Dedekind) Als zi* a, begrensde par-
ti¥le sommen heeft, als voor de rij D05, ... geldt dat Z:f(b bn+1)

absoluut convergeert en als 1lim b _=0, dan convergeert E:anbn
n->oa U

Nemen we 8 m( 1)", dan is A= £((-1)"-1) (volledige inductie!),
dus ]A | <, dus A4sAp, ... Degrensd. Als nu b,,b,,... re¥el en monotoon

is en als lim b =0, dan convergeert Z:( 1)" b_ op grond van (15.4).

N 3 20 n
Een reeks é_ﬁ ¢h heet alternerend, als alle ¢h reel zijn en als
n
4 >"\ Ea cep 4 8} )
hetzij Can 1<.'O, ¢op2 O voor alle n, hetzlj c, ‘>O, uQnSZO voor alle

n., De reeks heeft dus om beurten een term > 0 en een term <O,

o

(15.7) (Convergentiecriterium van Leibniz) Als 2{: ¢, alternerend is,

als thl s [cgf ,-monotoon is, en alsniiig ¢, =0, " Gan is z;: ¢, con-
vergent, Als Cq,CQ,... de rij der parti¥le sommen en C del som van

,;;Cn is, dan geldt voor een k, waarvoor ck:>o, dat Cgfck, voor een k,

waarvoor ¢, <0, dat ngck en voor een k, waarvoor c,=0, dat C=C,.
\ n )

Bewljs: Stel eerst Czn“ﬁjSQ, ané 0, dan is cn=(-1) Ion’ ; verder
is {C 1, !c [,... reéel en monotoon en lim lc fxO. Dus convergeert

4 2 naas’ P
Z;_cn. Als ckzﬁ, dan is voor n2k ook cn:o, dus Cn:Ck, dus Cmck. Als
ck>0, dan 18 k=2m. Voor n>m geldt dan Cppy=C pyi— L

n

K A J -
n_ Ja2m+ﬂ
=0, + (e +Cpy) = Cp - 2 (lcn - , dus ¢c<¢C
kT 1251702y prve | 234( feay 1)< ="k
' 2n-1
Als Ck<f0@ dan 18 k=2m-1. Voor n> m geldt dan Czn—ﬂ”ck+ cJ =



- w n-1
c P : = 0. , >¢C,, dus C2C, . A
=l bl (Qajmzjm) Cop "2 3924? i“:z;;»;—w) , 2Cy» dus G20y
J=m J=m
T .
s cellen we = . ¢ , dg 1doe d_ aan e
cgn,qzih cgn§<3,daﬁ stellen we d e dan voldoet %; “
eisen van de stelling; verder 1s d?nwl”o en d >0. Als c¥mQ dan 1
dkmO, dug C = =D= —Dk = Oy Als Ck,>ﬁ’ lan is ﬂk‘ 0, dus J3>@k, dur
¥ ¢ skl ‘ > 118 e - =
= -DE -D,=C, . Als ¢, <C, dan is d 20, Jus p<D,, dus C= -D2-D=C,
Uit (15.7) volgt o.nieuw dat z;ui-ﬂfn“1 - convergeert.
!

11ingen van (15.7) uit

(;

Opgave T4. Bewijs, dat onder de verondsests

‘ ~ b ovndes o0 . ( S
>0 (Pesp.ck<70) en {CH+1f,>,wk+2; volgt C< 0y (resp.C>C.).(Opmer
. ! .
king: dit is van belang alc de ri} ’cwf ) | cgg .... dalond 1s, omdaft
- Al -
dan lcn!,>) cn+1l veor alle n). an
. - A 5 .. : < sin n-
Opgave 75. Voor welke rot’s on-Cin var nonidfn 0o reslzgen —r
Zif cos nx n-=
en —w%-$ corver,an?
fi=

e V)T
Opgave 76. Als ;m.aﬂ conv-rgoors, dan corvergenin ) m\//n a, en
n_ n
5 (1+ —) a . Bewljs dit,
Rl

De convergentiecrit~ris van Dirichl<t en Dodelkdnd kunnen soms o
gebruikt worden om converge .tie van ren pachtreshs op cljn converge.

. . ) e ‘ .
tiecirkel te bewijzen, Laat Z a,2 0 eommes treelts me2t eindige con-
n
vergentiestraal R> 0 zijn en stel [z| =R. Ve s:hrijven z-=Rw, dan i=s
e 2 el
n N, 0 \ ) ) 1\
{w' =1. Dan is a z = a R W', Veer w1 [2.u.r. L) zeids dan o
i
N+1 N ) - n=v
1—W d S o < c Y s e IE R A 4y e 4 ot 1o
= =35 @ cus ) WS emmeer Mearinnd, ULE (15.4) volst nu, dat a'>
n=0 | |-y
2 C o o .
de rij a_,8,R.A-R7, ... rofel (dow.zo o2l o re? i) o1 omenotoon ls oen
P n T - n g P - 4o - 7 . B
als lim anR =0, dat 4. 4,z convergoert voor alle z met zf =R, U
n-> n ' ) —— n —
halve eventueel voor z=R. U't (15.6) vilgt, “n% als d;_(anR 8, qf
i
- .M . N g
absoluut convergeert en als 1... . == -0, can } xqan convergeert vcor

i n— O
alle z met ]zi =R, behalve ev:riucoi wocr z- 7,

Pasa&p we dit toe op a - i(vccrtug’u aowﬁ}, Gan 1s R=1; we vii-
g 1.0
den dat ¢ ﬁ-z convergeart vocr slle z mcyu }z’ =1, bchalve vcor
= RN n ! O(
z=". De logarithmische reeks } (nﬂ)“"q &« 2 ﬂ -z)" conver-

geert dus voor alle z met jz{ =1, bchalve veer o= «4. Hicrmee 1s een
deel aangetoond van de bewering op tlz,68, da. de logaritrmicsche reci®
Log(1+z) nog voorstelt voor 21lle z met iz{ =1, behalve voor z= -1. lc
hebhen nu bewezen, dat cde veeks voor die waarden van z convergeert;
later zullen we nog bewljzen dat de <om ven do roceks decr inderdaad
Log(1+z) is. |
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Opgave 77. Bewijs dat de reeks van Mac Laurin van arctg z (zle (13.14))
convergent is voor alle z met | z! =1, behalve voor z=1 en z= -1,

We beschouwen nu het probleem, in hoeverre het veranderen van de
volgorde van de termen in een reeks geoorloofd is. We geven eerst een
afschrikwekkend voorbeeld, dat aantoont dat verandering van de volgorde
van de termen van een reeks tot een reeks kan lelden met een andere som
dan de oorspronkelijke reeks. Allercerst merken we op dat het inlassen
van een willekeurig aantal termen, die =0 zijn, op de convergentie en
de som van een reeks geen invlced heeft. We stellen nu het volgende
schema op.

log 2= 1+ 0 —% + % + 0 % + ; + 0 % + % + 0 - % S

i . 1 .1 1 1 1 1 1 g

-zlog 2 = 0—§+—E+T) 6—+g+0 -b+1-2+0-,m+%-6+...+
L B 1 1,1 1 1 1 S I A R

alog 2= 1-5-gty-p-grs-p-R*T W~ BT -

De laatste reeks bestaat echter uilt precles dezelfde termen als de
reeks 1 - g + % - % +... in een andere volgorde! Het spreekt vanzelfl
dat het bovenstaande schema met stippeltjes geen streng bewljs is; het
is echter niet moeilijk er een streng bewljs van te maken.

g 4 1 1
Opgave 78, Bewijs dat de reeks 1 - - El s 7B " % + ... convergent

is met som %log 2.

Het 1s ook niet moeilijk een voorbeeld te geven van een verande-
ring van volgorde, die een convergente reeks in een divergente reeks
transformeert,

De hierboven vermelde ongelukken kunnen echter niet gebeuren; als
de reeks absoluut convergeert, zoals we nu zullen aantonen. Eerst ge-
ven we een strenge definitie van "verandering van volgorde van de ter-
men van een reeks"

Een reeks %;bn heet een verschikking van de reeks %{ a, als er
een eeneenduldige afbeelding p (n) van de verzameling der natuurli jke
getallen op zichzelfl bestnat,’zodat sn”ay(n)' Het is duidelijk dat don
ook omgekeerd2_ a2 een verschikking van ==L, is: a m)? p (p(m) )=m,

¥(sg(n))n. "

(15.8) Als ¥ a_ absoluut convergert is en als ”%:bn een verschikking
van ng is, dan is q%l b ook absoluut convergent en de som van E%lbn
is dezalfde als die van 5;;a

= -
Bewljs: Kies een Pe@el getal &> 0. Omdgy I absoluut conver

geert is er een Nq, zodat voor n>‘g geldt ;in+1;ak‘<:%£. Alg A de som

van Z-a_ 1s, 1s er een Ny, zodrt voor n> N, geldt | A- E:% 1< 3§,
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Laat nu bnmaw(n)' a =b (n) zijn. Noem N=1 - max(Nq,Ng) en M de grootste
van de getallen %f(i s+v-» Y(N). Onder de getallen Dys..aby komen dus
alle Baseeerdy eenmanl voor (naast eventueel nog andere). Voor n> M
geldt nu dat in :?: b, - §Z; o 71lle a's tegen bepaalde b's wegvallen;
de resterende b'imhmrcn ;;w a's met een index > N. Hierult volgt

n .
| %{; b, - :gj I< 55 |C3§ omdat N3 N,. Verder is| A- jﬁ: 8k‘<§k

m=1 " " m= N+1 n k=1
omdat N:>N . Voor n>M geldt dus JA- bk}<f. Dus convergeert ?; [

met som A, Om te bewl jzen, dat Zmd% =1 absoluut convergeert, bedenken
we dat Ejb uiteraard ook een verschikking van 2:'1a | 1a. Passen we
hierop het reeda bewezen gedeelte van onze stelling toe, dan vinden we
dat %;)bni convergeert, dus 5%? bn absoluut convergeert.

Aan het hierboven gegeven voorbeeld zien we, dat (15.8) voor voor-
waardelljk convergente reeksen niet behoeft te gelden: het voorbeeld
gaf een verschikking van een reeks met een andere som dan de corspron-
kelijke reeks., Het is zelfs zo, dat dit voor ledere voorwaardell jl
convergente reeks mogelijk is. Om de zaak niet te ingewlkkeld te maken
zullen we ons beperken tot reeksen met redle termen; dan geldt dat bij
jedere voorwaardelijk convergente reeks een verschikking van die reeks
pestaat, die convergeert naar een willekeurig gegeven refel getal 0
We drukken dit merkwaardige resultast uit in de vclgende stelling,

(15.9) (Stelling van Riemann) Bij een voorwaardelijk convergente reeks
zfan met re¥le termen en een willekeurig refel geta].UJbestaat een
vgvﬁchikking, die convergeert met som .

Alvorens het bewijs van (15.9) te geven, geven we er een korte be-
gchrijving van. We bewljzen eerst dat églan oneindig veel positieve
(resp. negatieve) termen bevat en dat de reeks. gevormd met deze termen,
eigenlijk divergent is met som oo (resp.-o° ), We nemen nu eerst zoveel
positieve termen van de recks dat hun som julst boven 7 uitkomt (ait
kan wegens de eigenlijke divergentie) vervolgens zoveel negatieve ter-
men, dat de som van alle gebrulkte termen julst onder ¢ komt (ook dit
kan wegens de eigenlijke divergentie), vervolgens weer zoveel positieve
termen, dat de som van alle gebruikte termen juist boven gxuitkomt, enz.
Bij elk van deze stappen (behalve eventueel bi; de eerste als 0/<Cn
dit zou te vermijden zijn door in dat geval met de negatieve termen te
beginnen) is het verschil van de parti¥le som en 5/1n absolute waarde
minder dan de laatst gebruikte term. Daar lim a _=0 wordt dit verschil
willekeurig klein als we het proces voldoé%aéﬂve? voortzetten. De zo
verkregen reeks convergeert met som Uj« als we er nog de in de reeks
ﬁfa eventueel voorkomende nullen tussenlassen, kriljgen we een ver-
&ahikking van Ez:a . Het hierboven genoemde procédé 1s het makkelijkst

n
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te beschrlijven; om technische redenen doen we het echter een klein beet-
Je anders. In plaats var de reeks van de positieve termen van ﬁ’gan te
beschouwen, beschouwen we cen reeks die nul is op de plaatsen waar
ang_o en wa'n op de plaatsen waar zinb 0. Dit heeft het voordeel, dat de
positieve termen van a, hetzelfde nummer houden. Analoog met de nega-
tieve termen, Achteraf moeten dan nog overtollige nullen worden verwij-
derd,

Bewijs: We bepalen rijen Dysbssee. €n cpye,, ... door de definitie
bnwé»(an»t» ta 1) en cnn:}g(an-—ian' ). Als 2,0, dus is iak‘ =a,, dus b =a,
en ¢, =0; als 2, <0, dus is iakt =-a,, dus b =0 en =) . In ieder geval
18 b 2 0 en c <O voor alle n, Nu is "E: b divergent, want uit de
uorxvergcntie v'm Zr-]— b, zou volgen, dat I?:: m = 2 (2b -a ) convergent

n
was., Omdat alle termen > O zijn, is %T"@n eigﬁenlijk divergent en
O
S bhuoc. Evenzo bewl jst men dat ? <y eigenlijk divergent is en
Na=
o
Z Cp= - 02, Bij ieder re¥el getalct en ﬁ.ud(.!‘ g;e,heel getal m» 0 1s er
==

een kleinste natuurlijk getal nq> m, zodat S“ % Ot en een klein-
h=m+
ste natuurlijk getal n.> n zodat ) {ov. Er 18 dus een kleinste
27k foh b Iy =1
rmtuarlijk getal k, zodat &__ bh)a((pio kKy> 1 1s dus E by <9J). Noem
A h=1 -
;""1@ }“f' by - Q/, dan 1is 0¢< /7, en als k, >1 bovendien /~> <b . Er 1s cen
hz e H
Y I
kleinste getal m,, zodat § ¢, ¢=- i’), als m, %1 is dus E - &
g k::, m ?ﬂm} < ( ) -_3"[ h? /bq)
Noem [ =0 - § b, - den is 0< ¥, < -c  (voor m, =1 volgt
h=1 B ﬁ”ﬁ h? my 1
¥ 1< -c. uit ,P > 0). Er is nu cen kleinste natuurlijk getal kz‘) k’i zZ0-
k/! kr}"'q
dat b >f (als k >k +‘1 is aim‘}‘__,m h(f,]). Noem
ﬁ E +1 he= lc,1+’|

(2 % b +z§‘_ —V dan :m 0< /’ <bk . Er 18 nu een kleinste natuur-
1lijk getal m,a)m,i, zodat Z . RE /;f, (als my>» m,+1 is dus

o h=m_ +1 k}' -

e >=Py). Noem T =(f - 3 b, ¢y» dan is 0T, (-c, .
> : c “ = h=1 P = - M
hwmq+1 h - i

Door volledige inductie vindt men (ga dat na) twee stijgende rijen na-

tuurliéke gutallen kq»kg:'“ €N MysMsy e, zodat, als we stellen
k m

[Pn Z;_bé-? fvoor-r =2,3,... en Tnmg g:bh %chvomr‘
n=1,2,..., voor alle natuurlijke n geldt 0 <P b en 0<T {~-c_ .
n+1 < an noTmy

Vorm nu een rij dq,dg,... als volgt
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1 2 M Mo
Neem.nou een dn met n> k,.;m,z, dan is % cen eclement uit de rij bﬂ,bg,.. .
of uit de ri}j Caslopens Deze twee gevallen behandelen we nu apart.

10

b’i“"’bk,}’cﬂ"“’(’m 2Oy qqree Dy 98 LqaeensC bkew"”’bk?"“'

: mb{mc:t V)k » dan 1s er cen M met ku<\i<

N m
=S bh+fch, dus D_ S¢p

/M NuisDnm

b en D -V) -Z yc . Dus
ha= h=1 ( pet $ L:,u«m n 2 ot mAd
W -p tgmax (Yo, I,lc_ 1),
A1 A
n0 ot - € By 2 £ s
2 kd n=Cy met ¥ >m,, dan is er een dimet ﬁw(‘ﬁ(% Nu is D =
S+ N (a —
= 3 + X ¢, dus D -V <D en D -7 >-T ¢, . Dus
h="1 h h= “h? MM L,{MM n /‘-‘LMZ /uM

/]
{7 -D_1¢max ()b ), l).
Klaarblijkell jk is !‘mnidravf en lcnlg Mqt voor alle natuurlijke n,

Verder geldt lim anmo. Bij een retel getnl & » 0 is er dus een N'l’ TO-
n - 00

dat voor n PN, geldt !:ani <§ . Verder is er een N, zodat voor n>N2
2 S ‘ = T3 reint 7 g s
geldt kny N,‘, dus ban’E en cen NB zodat voor n)NB geldt mn‘}N,i, du

A ) < § .+ Noem nu Ny=max (N,,N,+1) ¢n N=k,, +m, . Voor n>N geldt nu
n

2073 1y, TNy

hetzi) d =by met A DA% dus er 1s €en /4 2 Ny zodat ,U'"Dn‘ <

Nu’

< max (4 b"ﬁu-ﬂ P ’Cm,u,‘) <€

hetzij d =c g met \ mNh’ dus cr is ecn A )N, zodat *C?M-Dn‘ <

< max (fbk bsle, 1) <¢.

- AL+ Ant

In ieder geval is voor n> N dus VT -Dnl <§ . Dus 2 d = 7", Laat nu uit
n="1

dq,dg,... de elementen b}, waarvoor ah<CO, en de elementen Cy s Waarvoor

ﬁh} 0, weg., Alle weggela tc‘m termen zijn =0. D¢ resulterende reeks

E:L voldoet dus ook 2an E:, c,= Y. Bovendien geldt dat EZTen een ver-
Na= n

gchikking is van Ez:? (g2 dat na). Daarmec is (15.9) bewezen

Op analoge wijzc kan men bewijzen dat blj een voorwaardelijk con-
vergente reeks met re¥le termen een verschikking bestaat die eigenlijk
divergent 1s met som «@ of - V0, of die divergent en niet eigepnlijk di-
vergent 1s,

Voor reeksen met complexe termen geldt ook een met (15.9) analoge
stelling. Welke waarden dan voor de som van een verschikking kunnen
worden voorgeschreven, 1s moeilijker vast te stellen. In ieder geval
is het zo, dat blj een voorwaardelljk convergente reeks een verschik-
king bestaat die nlet convergent is met dezelfde som als de oorspronke-



, . n 1
schikklng 1is of divergent of convergent met een  andere som dan P

=
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lijke reeks; dit laatste is door splitsing in re¥le e¢n imaginaire delen
zonder veel moelte uit (15.9) »f te lelden (zie opgave 80).

Opgave T79. Als ﬁn cen reecks is met complexe termen, als annbn+1cn

(bn en ¢, retel)en nls éf'bﬂ ¢n E:ﬁn absoluut convergent zijn, dan is
7 i & . ay )

< a_ absoluut conVvaen%. Bewijs dit.

n
T

Opgave 80. Als ,E a, een voorwnardelijk convergente reeks met complexe
n

termen 18, dan bestaat een verschikking van EZ:an, waarvoor niet geldt,
n
dat ziJ] convergent is met dezelfde som als 2= a, (d.w.z. de ver-

n n)'
Bewljs dit,

16, Het product van twee recksen.
3

We gaan ult ven twee convergente rceksen E:bnn en E::bn, dle we

n
bij de index C laten beginnen, Nou“ }L ﬁwrtitlﬁ gonmen A resp. Bn en

nh

ey e 5 il e '«7;«”'“.__:' ‘lg" a . . L ie
de sommen A, resp. B. Nu is Anbn g{} j §£5 bk jCO Egg ka Dit is
dus de som van alle producten njbk{wet J¢gn en k~£n. We willen nu een

reeks vormen met als termen ﬁf’ (j=0,1,...3 k=0,1,...) en we hopen dat
deze zal convergeren net som zﬁ. We moeten echter een afspraak maken in
welke volgorde we deze termen zullen nemen; op grond van de resultaten
von de vorige paragraaf verwochten we dat deze afspraak van invloed

zal zijn op het gevonden resultaat., Een dergelijke afspraak bevat een
element van willekeur; we zullen ons baseren op de analogle met macht-
reeksen, Vorm de machtreeckscen §§:mnzx en 2:b z , dan 1is

s L S S z:z%

j§]
P 5 kmo o i K e Pk 3

7\7

n K
_ K § ’ e X k . L
= g;é( 35% ajbk-J)z r2 (2 aj%k_J)@ . Noemen we nu c, =
k

Zi;'? b k-3 dan is e de coBfficiént von ?k in het product van de
J=0

parti¥le sommen van de twee machtrecksen, althons als n2 k. We noemen

nu 2 ¢y de productreeks van de reeksen illan en E bn' Omdat
n n

g‘: iba 8 < -y b: =Y >
J=0 3 Pk~ -3 $k-3 1 £L~C dan ock de productreeks van de reeksen

E:;bn en z:'an. allereerst geven we een voorbeeld, dat de productreeks
n

van twee convergente reeksen niet behoeft te convergeren

Opgave 81. Als a2 redel en,} 1 18, als x refel 18 en als 0<x <a, dan
geldt log x log (a»x)(h(log 23)2. Bewijs dit,
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n
4
cer a_ =b =0,=b,=0 ¢cn 2 _=b = %w4l~ voor nb-é? dan zljn a. en
— Neem nu o bo 2,=b,=0 cn " bnw T 3 E: N

; 1 ;-
4. b convergent (Leibniz), Voor n24 geldt nu ¢
n n N 320 3 n-J =
5= 2=t (1)) (- g
5 1)) ()P : oo pron
- a.b. =@ 4 . - . Op gronc
= 1°n-j f? > 1oz J log(n- 3) (=1 %zg Tog J Togl(n-7J) P grond
van opgave 81 geldt log j log(n-j)< (1obﬂm)*, dus le 1> **m*:i“ﬂw en
dit gaat naar 02 als n-»®9, Dus kan Echﬁ niet onvcryenélo& an)” gijn,
- 5 D
want als EL” ¢ . convergent was, zou lim c¢_=0 gelden
n U n-»o0 D

We bewljzen nu echter, dat, als de productreeks convergeert, de
som van deze reeks het product van de sommen van de twee gegeven reek-
sen 1s, Verder bewljzen we dnt, als van twee reeksen de ene absoluut
convergent 18 en de andere convergent, de productreeks convergent is.
Er kunnen dus alleen ongclukken gebeuren, nls beide gegeven reeksen
voorwaardelijk convergent zign,

We behandelen eerst een hulpstelling.

(16.1) Als de rij 557450, convergeert en de rij b ,b,,... wordt ge-

de = ’! - A4 dor Y] y “ 3 el
definieerd door by = =1 545 g% (rij der rekenkundige gemiddelden),
dan convergeert de rij b ,b,,... en lim b = 1lim a_.

g ) Rgsgs L

Bewl js: We beschouwen ecerst het geval dat 11&0 anaO. Kies een
n -
regel getal £ > 0. Er is dan cen N, zodat voor n) N,1 geldt !ani<f% {.

N, |
Verder is lim m—T iif K =0, dus er 18 een NQ3 zodat voor n)~N2 geldt
N n-» 0@
4

1 5. ‘ BN

e gzbiﬂk?(% £ . Noem N= max (N,,N,); voor ny N geldt dan
5 R PR T n-N,

Y. A )= C b e a 1€ 5+ &

‘hn‘: N+ =0 ’ﬁk’ n+7 g;;’ U ‘fﬁ*:aa ’k'(-éé'h~£ e I
g roms ) - ,]v
Dus 1lim ban. Neem nu het nlgemenc geval lim a_=a. Dan is
n -—» 00 n - 0

lin  (a ~a)= 0; volpeﬁ% het recds hewezen gedeelte van de stelling is

71y OO0 A
dus O= .‘m m Z_ ‘—“. = 1im ( 2 ak-a) 1im - "“T if) a, -a; dus

$ RN . N - N0 ne k=0 1 -3 oo

ﬂl‘im m lé’ =1,

Het omgckeerde van (10.1) geldt niet, Van een rij kan de rij der
rekenkundige gemiddelden convergeren zonder d
Zie opgave ‘B2,

Opgave 82, Laat de rij - o#qre++ gedefiniecrd ziljn door ,,=0 en
2n+ﬁ”ﬂ voor gehele n) O Deze rij convergeert niet., Bewijs dit en be-

wijs verder dat de rij der rekenkundige gemlddelden convergeert en be-
‘paal de limiet,

at de rij zelf convergeert.
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(16.2) Als de productreeks van twee convergente reeksen convergent 1is,
ic de som van de productreeks het product van de sommen van de twee
reeksen,
- -
Bewljs: Lnot de gegeven reeksen 2 _ &, en zlwbn zijn met partiBle
sommen an en Br en sommen A en B, Voor 8@ producgreeks E%:ﬁn geldt
4

M il ST 350 3 e
O = o, R abh =2 a.b = ’ £ & =
Cp= 2_C=2_ 5 aby =2 2 PPk yT 2= 7y Pk 2 4B,

k;:(’j, k=) j::o v e Jx) 1»{,::‘.4} 3:::0 k=0 ‘3:0 v
n_ N_ L I I

= an~jag‘ Verder is »» _ Cp= Eﬁ: o ﬁn“»ij 2 Eg: an—ij”

3=0 n=0 n=0 J=0 JJ 520 n=j

Sk &L N - |
= 2. B, a_= > B.A g= A 24 B + B.(A -A)., Omdat de

=0 Jn=0 P jo I N-d 93 ) gz I N-d
rijg B ,B.,... convergent is, is er een re¥el getal K> 0 zodat | B 1<

°r N N | ] N_ ) e
voor n=0,1,2,... . Dus| S C -Ah S_ B | =] 2~ B, (A, ~A)]
n=0 " j=o0 ¢ =0 4 N-J A
S
<K 2_ |A.-A|. Omdat 1lim | A ~£)=0, zeldt, volgens (16.1),
- =0 Y joee Y
g A

Um g §;, }AJ~AfxO. Uit 1im Bj:B volgt, nogmaals volgens (16.1),

N ~» 00 ‘j::O Jue» 82
1 :ﬁ” ; §§,

lim . B=B., Dus 1lim <= 2>_ C_=AB, Nu bestaat lim C_; we-

Npee NHT O 5Tp Noyeo WFT Zp h n -~ U

-
|

derom volgens (16.1) geldt lim C_= 1lim = Ef&:cnzAB. Hiermee is de
n-yoo U N-ee N¥1 O TTG
stelling bewezen,

(16.3)(Stelling van Mertens). Als von twee reeksen de ene convergeert

en de andere absoluut convergeert, dan convergeert hun productreeks,
~ls belde absoluut convergeren, convergeert hun productreeks absoluut.
Bewijs: Laat E? a, convergeren met som A, lant > ,an) convergeren
n n

7 A :
met som A en lant }thh convergeren met som B, Aan _het bewljs van

- n e
(16.2) ontlenen we dat C= 2 2 B,,_j» Dus C -AB= S ﬂj(Bn—j'B) +
J=0 j=0

. n
+ B V:a¢~A s dus { C_~AB 2B, =BI+IB i”j: AL
(375780 s 10,881 € 1o 13, =21 +ol1 22 o o

7= n-] J
Er is een redel getal K) 0, zodat )BN~B}§ K voor n=0,1,2,... . Kies een
redel getal £ ) 0. Er is nu. een N, zodat voor n) N, geldt} EEZ aj—Aj<

J=0
4 STé;”T » verder een N, zodat voor nD> N, geldt | B_-B| < 4 en ten-
[ 2 2 % n 3§*+1
n+N,+71
- ¢
slotte een N, zodat voor n) N, geldt > la.1¢ . Noem nu
3 3 ";‘j{.:n&"i Jl ?)sK

H&mmax (Nq,N2+N3+ﬁ); voor ny N geldt dan 0< n~N2<~n, n~N2~1> N3 en n;qu;
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verder geldt voor j< n-N,-1, dat n=-3> NE' Dus

=N, =1
c -ABlC ST s =Bl + \-irm a0 IB. -B] + |B }ﬁf: A=A
* n - *ﬁ%ﬂé«» . i 1) 3 N j I ‘}2:1“::?"52’ j’ } Ti= ] ? ) j=0 J P
YO o ST 7”%%”7 <& . Dus f%i lim C_=AB. Als
- v o /L C = in o == . & y O
3AT +1 X 718+ n=0 " naoee D n "

en §:‘bn belde absoluut convergeren, dan convergeert volgens het reeds

vewePen gedeelte van de stelling EZZQX", waarin cgwm Emp)ejubn_J},
n

J=0
n va L B
¥ ; ,
a: e l=| ¥ _ a.,b > <mw§ e 3 e na ant van 2 __c_.
Maar gyn{ 2 13an3;§<%3, hus - n 18 een majorant n - n

“u3 convergeert 5;, ch abgoluut,

o Z Ltz Z, 2,
. Q , . 17 1.2 : e
Opgave 83. Bewijs nogmaals dot e = e ‘e “ (zie (10.3)), ditmasl met

behulp van de stellingen over het product van twee reeksen.

@17. Dubbelbijenken dubbelreeksen,

We gaan uit van een oneindige rij \%w,ﬁxg,... en wel nemen we voor
elk element van die rij zelf weer cen oneindige rilj. Laten we de rij
X, noemen a?n’”@n’”}n"" . Hetgeen aldus ontstaat noemen we een dub-
belrij. Een schema hiervan kunnen we maken door de elementen vanc&ﬂ
van boven naar beneden te schrijven en vervolgens (zoals gebruikeli jk)
de elementen c%q,tﬂg,,.g van links naar rechts; we krijgen dan het vol-
gende rechthoekige schema

99 Y2 Tz fqy e

29 Fpp fp3 oy e
a 3 a., ; ..
31 ’5{": }‘% b } L]

w ® ® a8
« » s L]
L ® -

Een ﬁubbelri » Wwaarvan de elementen tot een verzameling V behoren,
1s dus een toevoeging aan ieder geordend pzar (m,n) natuurlijke getal-
len van een element A VAN V , We noemen ® de eerste index en n de
tweede index van o Als dit om verwarring te voorkomen nodig is
schrljven we een komma tussen de twee indices., Nemen we b.v. m=27 en

'an, dan schrijven we 327 5; zouden we ag?ﬁ schrijven, dan zou dit niet
. & oy
te onderscheiden zljn van het geval dat m=2 en n=75,
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Een dubbelrij amn elomenten van een metrische pruilmte met metwiekf*

heet convergent met limiet 2 (in formule: 1lim a2 nmﬁx als bij deder
\ m o
retel getal £ > 0 een natuurlijk cetel N S watwa& zodat voor alle
natuurlijke getallen m)> N en n YN geldt ﬁ*(ﬁ,ﬁﬂn)‘(é
We kunnen ook é€én index (b,v. de tweede) vasthouden; we krijgen
dan de rij ¢ FapsPops -t - die ook kan convergeren: Iim E mb . De zo ver-
kregen rilj b,,b,,... kan ook een limiet hebben: Milm bnm 1im lim 2
e n —p 00 n -y o0 g3
We noemen een b, een kolomlimiet. Evenzo c_= lim ?n €€ rijlimiet en
: o n-»e0
lim Cp= lim 1im 2ne Al de genoemde limieten kunnen natuurlijk
N -y O Nn—»ed m-—>00
alleen gevormd worden als ze bestnan., De namen kolomlimiet en rijlimiet
z1Jn 1n natuurlijke overeenstemming met het hierboven gegeven rechthoe-

kige schems.,

mn’®

Er z1jn nu drie limieten, die we met elkaar vergelijken, n.l.

lim a 5, 1lim lim An €0 1im lim Sn Men zegt wel, dnt
m,n —3 00 m-»% n.yo00 n-300m —3 0 "

de laatste twee uilt elknar ontstnan door verwisseling van limietovergan-
zen, De drie limieten hoeven niet tegelijkertijd te bestaan, of als ze
bestoan aan elkaar gelijk te zijn, Ter illustratie hiervan geven we eni-
ge voorbeelden, Neem wmnw(—ﬂ)n }1 voor n>m en amnm(-ﬂ)m % voor n<m
(hoe ziet het rechthoekige schemn er uit?) Nu is lim a =0, De rij-
en kolomlimieten bestaan geen van alle. Tweede vo@tgégld: ﬁeem mmnnﬂ
VOoOor npm en amnnﬁ voor rxng(hoe ziet het rechthoekige schema er nu uit?).
Nu bestaat 1dm a_ niet, lim a_ =0, 1im mmnmﬁ, dus

m,n o0 M m—y o0 M n-» 09
1im lim @man¥1m lim  1im Tne A20 dlt laatste voorbeeld zien
n-—» 00 m-po00 me-p & - 00

we dat verwissellng van limictovergrngen niet altijd geoorloofd is,
zelf's niet als belde bestnan

Hierover valt meer te zeggen als we weten dat 1lim n bestant.
Weliswaar leert het eerste voorbeeld ons, dat in da@’@eval de rijlimie-
ten niet behoeven te bestnan, mnar we zullen zien, dat als ze bestaan,

ze convergent zijn met 1lim . 2ls limiet. Dit tonen we nu eerst

dam, m,n-p»o0 MO
(17.1) Als van een dubbelrij a__ de dubbellimiet bestaat ( lim a_ =n)
mn M.p o D
* 3
benevens alle rijlimieten { lim a ), dan convergeren de rijlimie-
Ny o0 ™ m
ten noar de dubbellimiet (11}00 =a),

, wiﬁs' Bij een re¥el getal £ > O bestant een Nﬂ, zodat voor m)» N
en n) N, geldt §3(a,amn) ¢ 3£ . Houden we m even vast (m) ﬁq), dan be~
staat er een N, (die in het algemeen van de keuze van m kan afhangen!),
;lgaﬂ&t voor n)N, geldt (3(&m,amn)<:%£ . Kiezen we nu n=1 + max(Nq,Na)
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dan is @ (a,c )( Plasa )+ P(a ¢, )¢g « De ongelijkheld Q (2,c,)<¢
geldt dus voor allexn}?tv Dus 1lim =8

Het spreekt vanzelf, dat e@wggg met (17.1) overeenkomende stelling
voor kolomlimieten geldt

Uit (17.1) en zljn analogon voor kolomlimieten volgt nu onmiddel-
11jk de volgende stelling.

(17.2) Als lim  a__, 1lim a__ (voor alle m) en 11m (voor alle
m,n—» 00 M7 500 M0 m-—» 09 ®mn
n) bestaan, dan bestaan 1im lim a__en 1lim 1lim a__ en geldt
m— 00 1.3 0O mn n—¥»00 p.y 00 mn
1im &= Iim  1lim a_ = 1lim lim G
m,n —» 00 m-»oon -y 00 n--00 m-»00

Stelling (17.2) geeft dus een voldoende voorwaarde voor verwissel-
baarheid van limietovergangen.

Opgave 84, Bereken 1lim n (e(mn) -1).
m,n —» 00

We gaan nu uit van een dubbelri) an complexe getallen en we willen
de reeks 2_a np VOrmen waarbij over alle paren (m,n) wordt gescmmeerd,
In het 31 emeen zal het resultaat afhangen van de volgorde waarin we de
termen nemen, Als nu echter Ei} ]in een of andere volgorde genomen
convergeert, dan 1s de som van E:'mn onafhaﬁﬁelijk van de volgorde der
termen; die som ncemen we dan de dubbelsom ;E:l a van de absoluut

mn
convergente dubbelreeks 2 A Daarnaast™ =1 kunnen we trachten te
OO’ L]
vormen E P (herhaalde reeksen). We merken op,
n=1 m=" Ms= n=4 M

dat deze geen verschikkingen van de dubbelreeks zijn, en dat we dus,
zelfs als de dubbelreeks absoluut convergeert, a priori nog niets over
hun convergentie kunnen beweren,

De herhaalde reeksen kunnen belde bestaan zonder aan elkaar gzelik
te zijn., Hiervan geven we een voorbeeld, Stel

. 1~3.2n“2+22n"1
nn 3'22n—2 ?
. 143, o1 _ Pn+1 ’
n+1,n" 3’2
a,,=0 voor m#n, m#n+,
bl S e X 3 o -]
Nu 1is a__ =8 s dus g™ T Verder geldt voor
mey Mo nn* n+1 n" > ey Sl 5
o0 ] o0 3y
: 1 1
m%ﬁdat%a =2 ta = — en F a, =a,,==, dus 2 > a_ =1,
=3 “mn “m,m-1 "mm o = n 11 2° e T IR

Dit voorbeeld heeft het nadeel, dat de dubbelreeks > a
m,n

mn in geen enke-~
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le volgorde convergeert. Een ander voorbeeld is

24420,
g = M-n (m+n=-3)!
¥ ~e . 7 *
mn Qm+ﬂ~<, (m~’3)1(:’:—’1)1

voor alle andere paren (m,n),

e o e

Men kan bewijzen, dat é }% a = =1 en r‘g% % a_,=1; verder is er

een volgorde aan te geven, waarin Z a

converge . We gaan dit niet
o Zmn onvergeert &

na.

Als de dubbelreeks echter absoluut convergeert convergeren de beide
herhaalde reeksen; hun sommen zijn gelijk aan de som van de dubbelreeks
(en dus ook onderling gelijk), Hiertoe bewijzen we eerst een hulpstel-
ling, e
(17.3) Als alle a‘m retel en 20 zijn, convergeren Z CH

oo oo m,n="
> = a . en Z Z n 2lle drie en zijn aan elkaar gelijk of ze
Me 1 N N=1 M=

convergeren geen van driedn,

Bewi js: We kiezen een of andere sommatievolgorde voor het Sommeren
van Z a . Als dat gebeurd is heeft het zin om van parti¥le sommen

n
m,n m

van 2 8 te spreken, We vormen nu willekeurige stelsels van eindiz
m,n

veel paren m,n; we kunnen de som van de An OVer zo'n stelsel paren vor-
men. We beschouwen de verzameling van al deze sommen., Dit is een verza-

meling V reEle getallen 2 0, die bezgrensd of niet begrensd is.

10, V 18 begrensd; noem zijn bovenste grens A. Nu geldt voor ledere par-

tigle som van > anne dat hiy 2 A is. Dus convergeert g a__en is

m,n m,n=" mo
SA. Bij ledere € >0 is er een eindip ze som van termen 8n die » A-¢€
18; er is een parti&le som van Z dé,f, al deze termen bevat, en die
dus ook >A- € is. Hierult volgP:" dat > a, =A. Verder is
n m,n=" m oo
ga K S A, dus convergeert Z a ., en is A, Nu is > 2 4p =
W=l =1 n=1
o oy 0 m o0 )
pa jz 3,p= lim pa Za}k‘éA. Dus 2 Z% a., convergeertenis £A,
T = nN=peo k=l =1 m="1 nN=

¢

Bij ledere & >0 i er een n zodat 2 E jk>A €, Verder is
1
T

]
% jksz % 6;;(;?2% 84k Dus 2 Z_ nn=A. Op analoge

muz’] D=

8

Rl
wijze bewijst men Z_ ;g; =A,
n=1 m=1

29. V is onbegrensd. Bij iedere re#le B >0 bestaat een elndige som van
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termen a die > B is., Een parti#le som van E a die al die termen
mn g mn
»

bevat 18 ook > B, dus Z 30 is eigenlijk divergent. Nu bewljzen we,
m,n = o0
dat Z Z nlet convergeert, Als E dgp VOO een of andere m
m=1 D=1 n="|
niet convergeert zijn we klanr, Stel nu dat Z 8., voor alle m conver-
0 on=1
geert, Voor voldoende grote n is echter z Z jlc}B; dus
n .

Z Z a, ,_,.{Zm > 20 > B H Dus 2 QZO, a_ . conver-
e ﬂm”i

=1 k=1 T &=

o0 D
geert nlet. Op analoze wijze hewijst men, dat Z > a ., nlet conver-
peert, n=1 m=

(17.4%) Als de dubbelreeks 2 a ., absoluut convergeert, convergeren

m,n
. D
Z & a__en > g_ a__en zijn belde relijk aan Z a__.
m=1 =t e 0 myn=1
Bewljs: Uit (17.3) volgt dat ; z |2an| convergeert, Uit de
M= le o)
convergentie van Z%a i volgt de convergentie van Z 8mn’ verder is
n=" =1
Ty
E E Jit dit laatste en uit de ¢ 3
1 2 mn* < n..z%%‘imnl‘ Uit dit laatste en ult de convergentie van

z %‘amn volgt me% het majorantbezinsel de converrentie van
m"‘
e Chey

p 8.+ OP analoge wijze bewijst men de convergentie van

m=1 n=1
[ 50 &

ﬁi a .. Noem 2> 21_ Gnp=h. Kies een re¥le € >0. Dan is er een
N=1  m= m="1 n="

e m :m o0 i .
M zodat voor m 3 M g eldt;:{_ ’§; ajk—AL:i;i :E; djkﬂ&‘<ﬁ'€. Verder
=1 =1 J=1 k=1

is er een N(die van m kan afhan zen!) voﬁﬁt voor ny» N geldt
Z Z -2 2 >z
1 3k 2 A, l<ke, dus < & . Met volle-
PECI FC DL e I e I A } L
dige inductile kunneg we nu twee stijgende vigen natuurli jke getallen

; omdns ] Ny M , i .
M,!,MQ, eos €D Nq,NE, ... hepalen, mdati Z_u ;; ajk—-Ai <-5 voor alle na=-
1 J=

tuurlijke n (ga dat na). We kunnen nu in = a mn de volgorde van
N m,n
N 3
de termen zo nemen dat alle Z jk onder de partiBle sommen voor-
k=1 jm’l o) o0 oo
komen, Daaruit volgt dan > A =A= Z a_. Op ana-
my e mno. s n=n mo
O [~ ey
loge wijze bewijst men dat Z 8 0= > 2z a ..
m,n=4 1=1 m=1
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e I v~
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Opgave 85. Onderzoek de convergentie van Z 2 ———= Voor redle
m=1 n=1m  +n
waarden van ok,

$18, Een stelling van Abel.

O
(18.1) Als Z%) a, convergeert en als X rettel is met 02x «1, dan geldt
¢k

o0
lim a x'= Z
X -1 ngﬁ n=0

0 &
Bewijs: Noem ZO a,=A_ en nzm a_=A. Met parti¥le sommatie vinden
we a x = A (xFx Ny xPo(1-x) nz-_:_! A x¥+a_x", Omdat > a_ con-
=0 % T k=0 k nt ot - N

vergent 18, heeft de machtreeks 2_ anzn een convergentiestraal = 1 en
0 n

18 f(x)= Z anxn zeker gedefinieerd voor O Sx «1. Omdat A begrensd 1is,
Nez=

18 1im A _xP=0 voor O Sx <1, dus f£(x) Z_ A x" en £(x)-A=
n-—p oo n=0
) o n [ ol n [~ e “
-x) Z@ A X -A(1-x) 2 x =(1-x) (A n-~A)x . Kies een reBel getal
N= N=0 n=0

€>0. Er 1s dan een N, zodat voor n >N geldt [A_ ~A)<JS~E . Dan is

N &0
|£(x)-A|€ (1-x) = ja, -8 +(1-x) > rex" g(1-x) ZEWA -A [+

kﬁO KN+
dat lim (1-x) > | A, -A=0 is er een redel getal &> 0 zodat voor
x -1 k=0 N
1- & ¢<x <1 geldt (1-x) Z j.&k—.&f<§;g; voor deze X geldt dan ook
k=0 ‘
o (s o)
| £(x)-Al <€. Dus 1lim s x'= > a_.
X = n%ﬁ B n=0

Het omgeke,erde van (18.1) geldt niet: hct 1s mogelijk dat

1im j—é a_x" bestaat voor O $x <1, maar dat Z'a divergeert., Hiervon

x =>4 = oo ; 1
geven we het volgende voorbeeld: Z (=1) x = TI% voor 0 $x <1, dus
n=0
bong n_n n
lim 2 (-1)"x"'=}, maar Z_ (-1)" is divergent.
X -1 n=0 n

Verder 1is het duldelijk dat (18 1) alleen lets nieuws oplevert als
de convergentiestraal R van Ef;n z" gelijk aan 1 is; als n.l, R >1, dan
volgt (18.1) direct uit de co?tinuiteit van een door een machtreeks voor-
gestelde functie (zle blz.50 bovenaan).

Uit (18.1) kunnen we concluderen, dat, als een machtreeks in een
bepaald punt op ziJjn convergentiecirkel convergeert, de som in dat punt
continu asnsluit bij de waarden binnen de convergentiecirkel van de door
 de machtreeks voorgestelde functle bij radiale nadering tot dat punt,
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Hierbij verstaan we onder radiale nadering nadering op het 1ijnstuk dat

het middelpunt van de cirkel met dat punt verblindt. Immers laat
:Zlan(zua)n een machtrecks met convergentiestraal R»0 zijn en laat 5
n

een punt op de convergentiecirkel zijn, d w.”.]; -a\=R, Het 1ijnstukﬂ§;

bestaat dan uit de punten (1- A)a+ AL met refle Aen O % A 1. Stel
verder dat :Eé a guw) convergeert. Volgens (18.1) geldt dan voor
G

&0 <
0 % A ¢t dat ;ES a,( -2)= 1im 2> a( a)" A% 1im 2 a_((1-A)a+
N ; A -1 n=0 n S A-T1 n=0 n

H\;-a) = lim @Z"O aﬁ(z—a)n als z op het 1lijnstuk ﬁg ligt.
Z-%; Nz

Dit 1s in het bijzonder van belang in het geval dat we een Taylor-
reeks van een gegeven functie f(z) hebben, waarvan we weten dat hij de
functie voorstelt binnen de convergentiecirkel. Als dan voor een punt ;
op de convergentiecirkel geldt dat de Taylorrceks er convergeert en dat
f(z) er continu is dan volgt ult de stelling van Abel direct dat de
reeks in dat punt de functie voorstelt; immers voor z op het 1lijnstuk

a G geldt dan f %T i‘(”)(a)(g-n)“s Mmg Igb %’F f(n)(a)(z-—a)nz

n=0 7 -

= lim_ f(z)=£(8).
2"’3»‘; @ -4 e
Nemen we b.v. de logarithmische reeks Log(1+z)= :E; (<1) — voor

jz) <1, Op blz.B4 is aangetoond, dat de reeks ook nogngqconvergeert voor
alle z met lzl=1, behalve voor z=-1. Voor deze waarden van % is
Log(1+z) continu. We concluderen dat Log(1+z) :Z; (= 1)P= =1 Em ook nog

geldt voor alle z met lzi=1, behalve voor z=-1, Hiﬁ?mec is de desbetret=-
fende bewering op blz.68 aangetoond. De overeenkomstige beweringen op
blz.69 (na (12.2) en (12.3)) zijn hieruit gemakkelijk af te leiden (ga
dat na).

@19. Oneindige producten,

Als Uqslps ... €€N rij complexe getallen is, kunnen we de rij van
n
de partlEle producten Pq,Pg,... vormen, gedelfinieerd door Pn= J{ U

Het zou voor de hand liggen het oneindige product P te defini¥ren door

n
P= 1lim P = im0 v, mits deze limiet bestaat. Dit zou echter het
n=— oo n-3e0 k=1

bezwaar hebben, dat als voor een of andere index k geldt ukmo, het on-
eindige product P bestaat en =0, onverschillig wat de overige Uy zijn.
We beginnen daarom te veronderstellen, dat de rij UqsUpye.. 20 is, dat
er slechts eindig veel natuurlijke getallen n zijn, waarvoor unuo. Hier-
onder valt ook het geval dat un¢O voor alle n, Er 18 dan zeker een m 20~
dat voor n2m geldt un#O. Als alle un¥0, kunnen we m=1 nemen. We split-
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sen nu van de parti¥le producten een beginstuk af, waar de eventuele
factoren, die nul zijn,in zitten en defini¥ren de convergentie met de
overblijvende stukken van de parti¥ile producten, D1t wordt mogelljk gze-
maakt door de volgende hulpstelling.

(19.1) Als Ugslsy ... Cen rij complexe getallen 1s, als m, ¢n m, natuur-

11 jke getallen zijn zodat voor olle n met n&min (mﬂ,mg) geldt un¥0,
n n
dan bestaan lim i! u

en  lim u
nyoo k=0 ™K T 5eo keo M2tk

en als beide wel bestaan zijn ze beide =0 of belde £0 en geldt

beide wel of beide niet

mq—ﬂ mg—ﬂ n
M u, 1im i U +k l} u,, lim N U vk,
=1 J o km v j21 I neyeok=0 M2
M-
waarin %ﬂ QCt geval dat mqmﬂ (resp. m,=1), het lege product i‘
- - =

(resp. ] uj) gelijk te atellen 1s aan 1,
J=1

Bewljs: Als m=m, is de stelling evident. We mogen dus zonder be-
perking van de 2lgemecenheld veronderstellen dat m1<;m2. Noem
vz
1= 3;} Uy dan is a#0, omdat uj¥0 voor alle j&m,. Voor nim,, geldt

2 e - :
nu Up g @ 11 Yy e Hierult en ult a0 volgt nu direct dat
k=0 1 k=0 2
n %L
lim XT’u en lim | u ., beide wel of belde nilet bestaan en
ndeek=0 ™M™ nSec k=0 MoK
dat, als belde wel bestaan galﬂf j 1t zc beide =0 of beide #0 zijn en
n
dat lim T u = a lim ‘ﬂ* u . In dat geval is
ne=> & L= m’iH{ 1 - o0 K= mCDH'{
mq-ﬂ n m, -1 n m,,=1 n

;ﬁ:. ag ngao;ﬂ’ m 4 ir”IA J;;i?oa ;E; um2+k“ ;ig' uj'r&ifm;géum2+k‘
Dat dit laatste, onder de gemrrkte afsprank, ook geldt als quﬂ is dui-
delljk.

Als UysUpye.. €€N rij complexe getallen 1is, dusdanig dat er een m
bestaat zodat u #0 voor alle n 2m, dﬁn defini¥ren we dat het oneindige
p;:‘acluc‘c“ﬁ”u)n onverg&nt i1s als 1lim “ﬂ* ey Destaat en #O is; verder

N~ o0 Y= ()
definiéren we in geval van convergentie het product “ﬂ“ U, door de for-
n=
mule :ﬁa U, = ”ﬂ"xl lim WT'li . Verder zeggen we dat het oneindige
N n ¥ oo k=0

- product divergant is, als het niet convergent is; dit zeggen we even-
eens als uﬁmO voor oneindig veel n.
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Uit (19.1) volgt dat convergentie of divergentle van een oneindig
product niet afhangt van de keuze van m en verder in geval van conver-
gentie, dat het product niet afhangt van de keuze van m,

We vestigen de ﬁgh@“@ht op de volgende eigenaardighcld van dezc

definitie. Als 1lim T U ik=0s dan heet het oncindige product diver-
n-=»o0 k=0
3 1 P e - n T e
gent! We zeggen dan dat het naar nul divcvguegt. Neem b.v. W= 5700 ¢ n
is un¥0 voor 2lle n; we kunnen m=1 nemen en ﬂ gk =
n+ n+4 K k=0

) . - ?E A ‘ : :t oneindige product
- gzg Yy ;D; T = 575 ¢n dit —»0 21ls n - oo . Het onelndlge p

i} 323 divergeert naar nul.
n

Verder merken we op, dat het evenals bij reecksen mogelljk is on-
eindige producten bij cen anderce index dan 1 te laten beglnnen. D1t
heeft geen invloed op de convergentic, maar eventueel wel op het product.
Uit de definitie van convergentie volgt direct de volgende stelling.
(19.2) Een convergent oneindig producthoun heeft dan en slechts dan pro-

duct O als er een Kk is waarvoor ukmO. n

(19.3) Als*rrun convergent 1s, geldt l1lim unmﬂ.
n N - e

Bewljs: Laat m zo gekozen zljn, dat uﬂ#O voor alle n 2m. Dan bestant
n

}im I u, L=b oen b£0. Voor n >m geldt dan u =
n “?Mk::(}
n-m

Mq“ um+k

k=0

: n -3 oo
;ig Uik

Wegens (19.3) schrijft men de factoren U, van cen oneindig product
liever 1n de verm u =1+a . Als dan 1 (1+nn) convergeert, geldt 1im a =0.
‘ n

n->»ou
Het omgekeerde van (19.3) geldt niet; zie hiervoor het hierboven go-
(P Ty ) 1 = 0
geven voorbeeld UyT 5T -

Als alle a, redel en 2 0 zijn, is de¢ convergentie van oneindigc
producten eenvoudig op die van oncindige reeksen terug te brengen op
grond van de volgende stelling,

(19.8) Als 84s8p,... €en rij redle getallen 2 0 is, dan is‘T((1+an) don
eén slechts dan convergent alszzﬁn convergent 1s, "

- > (o = - ) | =
o Bewijs: Omdat a 20 is, 18 ﬁ+nn¥0 voor alle n. Veronderstel nu d:a’t;q

n n a
X : k
n;/‘aﬂmﬁx. Voor retle x 20 geldt 1+x $e” (ga dat na), dus k‘m‘q(%ak)ékvﬁqe =

n
2Ty n
=€ <e , dus ;ﬂ;(1+ak) is begrensd en klaarblijkelijk monotoon
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niet-dalend dus convergcnt Vgronderstel nu omgekeerd dat‘yw (1+a ) con-

vergeert. Er geldt 1+ ;E:a .S‘Tf (142, )(volledige inductie M, dus is
k=1 “k="1
n

> a, begrensd, dus zf;an convergent,

k-—:/\ n /l .
Uit (19.%) volgt b.v. de divergentiec van'|| (1+ ). Deze 1s ook

n n n
rechtstrecks in te zien want T (1+ 1):‘TVE¢1.= n+1 hetgeen divergeert;
k=1 K k= K

toepassing van (19.4) levert opnleuw de divergentie van de harmonische
recks,

Voor willekeurige an'is dit verband niet zo eenvoudig. We leiden
cerst een convergentiecriterium af dat analoog is met (3.1).

(19.5) Een oneindig product—Tr(1+an) is dan en slechts dan convergent,
n

als bij ledere retle € >0 ecen N bestaat zodat voor n >N een willekeurige
n+p

natuurlijke p geldt | 11 (140, )-1 |< €.
=1+

Bewljs: Stel eerst dat'ﬂ'(1+an) convergeert., Er 1s dan een m, zo-
n n
dat a #—1 voor alle n#m. Verder geldt voor b = ki (1+am+k), dat

lim b =b#£0. Er is nu een N, zodat voor n >N,
n- oo

is er een N2 zodat voor n >N2 en willekeurige natuurlijke p geldt

geldt 'b l> ibl. Verder

lbn+p"bn %(%ibla . Noem Nﬁm+max(N1,N2); voor n >N geldt dan
n+p b E -b
+p- n+p- ~
T (1+a))-1 ek N tp-n nm'<£_
k=n+"1 n-m l n‘m’

Neem nu omgecleerd aan, dat bilj iedere retéle €.>ng een N bestaat zodat
voor n >N en willekeurige natuurlijke p geldt ';i (1+ak)~1 I<‘&. Er is

k=n+1
dan dus een N3 zodat vaor n>N3 cn willekeurige p geldt
n+p. n+ 3
(1+ak)-1i<:§, dus ¢ (1+ak) <% . Klezen we m=N,+2, dan 1is
k=n+"1 k=n+1 ' 3
an# -1 voor nzm, Kies nu een & >0, dan 1s er een N4 zodat voor n;>N4
n+p o
en willekeurige p geldt H (1+ak)-1 < T £. Voor n >N en willekeurige
k=n+"1
p geldt dan
T (s T | = | Totvon0| |
| T1 1+a - 1+a = 1+a T (1+a )-11 =
KeO m+k A m+k A m+k Kt 4] m+k
T (| | L (w1 <3 2 T
= 1+a | 1+a, )-11 <5 . x &= €, Dus 1lim 1+a ) be
leem 7 Meemrn e K 23 N o0 10 (M2
m+n
staat., Uit ~m+k 1 ;ﬂ' (1+a, l % volgt dat deze limiet #0 is.
=
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Daarmee is de convergentie vnnTT“(1+a ) bewezen,
Evenals het analoge kenmerR bij reeksun is (19.5) meer van theore-
tisch dan van practisch belang,
Het oneindiga product TT' (142 ) heet absoluut convergent als
TT21+ a, ) convergent 1s, "

(ﬂ9.6) Als 1T14+an) absoluut convergent is, is het convergent.
n

n+ n+
Bewl js: (142, )-1 '779 (1+\ak‘)-1 bewi jzen we door volledige
+1 K=ty 41
inductie naar p. Voor p=1 is het evident, Stel dat het voor een bepaalde
n+p+1 n+
p geldt dan is Jn+q (142, )-1] = ’(1+an+p+1)(k;giq(q+ak)—q)+an+p+1 <
n+p n+p+1
( ! o - [ o - ™ g o)
;(1+§an+p+1')(kmi£1 (ﬁ+iuk’) q)+iﬂn+p+ﬂi kJJ+1 (1+iakj) 1, waarmee de

formule door volledige inductie 1s bewezen. De stelling volgt nu direct
uit (19.5).

Ult de definitie van absolute convergentie en uit (19.4) volgt di-
rect de volgende stelling.
(19.7) Het product—TT- 1+a 18 dan en slechts dan absoluut convergent

als E a, absoluut conver'&;,ent is.

We behandelen nu een criterium, dat convergentie van een oneindiy
product terugbrengt tot convergentie van een oneindige reeks.
(19.8) Het product Xzﬁ(ﬁ+ah) convergeert dan en slechts dan als er een

natuurlijk getal m bestaat zodat Log(1+an), waarin steeds de hoofd-
N=Mm
waarden van de logarithme gekozen zijn, convergeert, De convergentle 1s

dan en slechts dan absoluut als de corresponderende reeks absoluut con-
vergeert, Als

oo =0 m-
ZE: Log(ﬁ+a )=a, dan is Mﬂ” T+a, )=e® H 1+a
N=m n=" J=1

Bewijs: Stel eerst dat 2 Log(1+a ) a bestaat., Dit houdt in dat

Nn=m n .
an# -1 voor ng m., Verder is 1linm éig Log(4+am+k)=a. Omdat de functie e”
n— oo k=
continu 1is, geldt j%; ( )
Log{1+a n
m+k Log(1+a )
2 lim e = =un ] e mHkh
1y O n-» oo k=0

n
= 1lim T (1+a_..). Hieruit volgt dat || (1+a_) convergeert en dat
n— oo k=0 = "¥K n 0
D

m-1 ‘
“q (1+a )=e® m (ﬁ+ad). Veronderstel nu omgekeerd dat || (1+an) conver-
Ne= J=1 n
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¢

geert. Volgens (19.5) is er dan een N, zodat voor n >N, en willekeurige

n+
natuurlijke p geldt i 'ﬂp ('lmk)—‘l' <%, speciaal (voor p=1) dus
Ymn 41 '
\an+1!§ 4, Kies mnNﬁ+2, dan 1s Qan‘<;§ voor n2m. Kies een & >0, dan

i8 er een N2 zodat voor n >N? en willekeurige natuurlijke p geldt

n+
“ﬂP (ﬂ+ak)-ﬂ! <% €., Noem NmW&X(m,Ng)j we zullen bewijzen dat voor

Kt 4+ n+
n>N en willekeurige natuurlijke p geldt > Lag(ﬁ+ak)t ceen <.
=)+

Hiertoe merken we eerst op dat voor jz| & & geldt iLog(%zH =

N if. z| fﬁ k_ |z
2 (-1)% < L’%— < fz) mméehz\ . Voor n >N geldt
K= 3 K= ® K= -1z
n+p
dus l Log (1+ak)l<.£ en <.
Kb+

We bewl jzen de gevraagde ongelijkheden nu met volledige inductie naar p.

Voor p=1 zijn ze al bewezen., Stel nu dat voor een of andere waarde van
n+

p geldt \ ;EEﬂLog(1+ak)' < € en <« 1. Ult opgave 45 volgt dat er een ge-
k=n+1

n+p+1 n+p+1
heel getal g bestaat zodat Log (142, )= ¥~ Log(1+a, )+2 gi. Nv
Kk ﬁﬂiﬂ k
K=n+ K=
n+p+1 ( } . n+p+9 ( ) 5 Tla)
is 1 > ! Log "ﬁ” 1+a ’ = Log(1+a +21Tq1‘ 2 2migl -
le=n +1 K e K
n+ 3
- Log(1+ak)! - ‘108(1+0n+p+1)1> 27la} -2, dus |q) e < 1. On-
K=n+1 n+p+1
dat q geheel is volgt hieruit dat q=0. Dus ‘ ﬁ Log(’!mk) ) =
K=n+1

n+p+1

= ‘Log (1+ak)! <& en <1, Hiermee zijn de ongelljkheden door vol-
K=n+1

ledige inductie bewezen., We hebben dus een N gevonden zodat voor n» N
n+

en willekeurige natuurlijke p geldt ‘ Jig. Log(1+ak)S < £ , dus
k=n+1

o0
Z L@g(1+an) convergeert. Er rest nog de bewering over absolute conver-
N=Mm

gentie te bewijzen, Stel eerst dat TT'(1+an) absoluut convergeert, dan
n

convergeert.'§9an\op grond van (19.7). Verder is er een N3 zodat voor

n;>N3 geldt ian‘ < %. Op grond van een hierboven bewezen ongeli jkheid

geldt voor n:>N3 dan ‘Log(1+an)‘ §'2]an\. Op grond van het majorant-

criterium is dus g;)Log(1+an)] convergent. Veronderstel nu omgekeerd,

dat ;%liLeg(ﬂ+an)] convergeert, dan convergeert in ieder geval “B:(1+an),

dus geldt n%%ymaaﬁmo. Er is dus een N, zodat voor n >N, geldt la 1< 3.

e Kk
Voor |zl % 4 geldt echter ‘Lag(ﬁ+z)\ = IEE: (~1)k"1 %Egiélz{ -
=1 h
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7

Loy k m s
k ST
-2 B e T el - gy 2 - dizibied, s

voor n 3N, is |a | §2 \Log(wfa )|. Dus convergeert %\an\, dus ook
‘]T(’H- |\ ). Hiermee is het bewigs van (19.8) voltooid,

Egave 86. Als a,,a5,... een rij retle getallen 2 0 is, dan 1s mm ('1-rah)
dan en slechts dan convergent 21s Eh convergent 1s. Bewijs ate,

Het criterium (19.8) brengt de convergentie van een oneindig pro-
duct terug op die van een oneindige reeks. Door de optredende logarith-
men 18 dit criterium echter in de practijk vaak niet erg bruikbaar, Het
zou veel prettiger zijn als de convergentie van W 1+a ) in verband pe-
bracht kon worden met die van Z:} n? zoals dat vogr' re&?le a, 20 het ge-
val 18, Dit kan echter in het algemeez niet. Hlervan geven we enige
voorbeelden, We merken eerst op dat uit de restschattingsstelling vap

w ot
Lagrange (9.2) volgt dat voor re¥le x > -1 geldt Log(1+x)=x-4x"+ ——-(-5—--5-—?,
31+ 4X
waarin A een van x afhankelijk re¥el gzetal is met O <« & «1. Voor reéle
- ‘ ) P a
; b Yem L 2 n
a,>-11s dus Log(%an)«-an sa, + N : met 'D'n refel en 0 < Jn <.
- non
n
Neem nu eerst a_= Lﬂj—- , dan 1s ezgz 2 en |a L . Verder geldt
n - n n 3
> 5 g
voc;r'n-;i{»daﬁ)ﬂ«'f,, >1—'\3‘a\_,ﬁ } b =
a3 ! ’ 31+ \Tn an)B 3nNn

dus Z L 7 convergent, Stel nu dat
n ('H-Ci” n)

'W (1+ -L——L) convergeert, dan is er volgens (19.8) een m zodat

A
o
= Log(1+ i':/—g.)—) convergeert., Hieruit volgt dat Z % BZ Lor 1+ —(-—)-»-)+

N==ihl

n
3
n a n
- (=1) + L 3) convergent 1s (immers Z.(_ﬂ_)_. convergeert vol-
Nn 3(1+ rD'nan) n  ~n
gens het criterlum van Leibniz), hetgeen niet het geval is. Dus

n

T (1+ il ) 1s divergent., Dit is dus een voorbeeld, dat Z'}n conver-
n n n

n
geert en H (1+a ) divergeert. Neem nu a_= =) + ;— , dan is
n 0T Tam 2n

('1)“ '1

a en wegens n >'\/§ is Qa | < 2 . Voor nZh geldt
n n ,\/"‘ ntz,
n 3 2N7n
1 n 72

1+ a |2 1- J &a b 2 dus dus

" ;’i nimt = F 3(1+ Y8, )° 20N

a n n
F - convergeert, Verder 18 Log(1+a )= (=1 _ (=1) - +
n 3(1+ a)‘nan)B A 2n¥n  8n~

al oo

T dus Z Log(wa ) convergeert, dus volgens (19.8) con-
N=g

3(1+ Jnan)
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vergeert mﬂ”(’wa ). Dit is dus een voorbeeld, dat ;E:a divergeert en

T (142, ) ' convergeert.
n 0
Als echter Efa; absoluut convergeert, stemmen convergentile van

1T1ﬂ+an) en :Zan wel met elkaar overeen. Dit volgt uit de volgende stel-
n 7

ling.
(19.9) Als EZ; absoluut convergeert, als m een natuurlijk getal ig zo~-
n
dat a 4 -1 voor aéle nzm, als F = “ﬂﬁ (1+am+k) en als A = jf: 8k ?
dan convergeert "Kﬁ naar een 1imiet die #0 is.
n
c Log(ﬂ+an)-an
3 =Y 1o " g 2 i b == &
Bewljs: We defini¥ren bn voor nZ2m door Ln 7 118
5 n

an¥0 en bnzo als anno. Omdat ZE; a; convergeert is er een N zodat voor

n
n >N geldt \a |<%. Voor {z} & 3 geldt \Log(1+z)—z} =

{;mﬂ‘” | < ZJT(——

Il
>y max(N,m) geldt dus\ta\ ¢ 1., Omdat Eaa“'absoluut convergeert, is dus

2 2
EE bnan convervent Verder geldt Lo&(1+a )-a "bnan

m%»—

2
lz(kw y 32 > $1z1°. voor n
k=2

voor alle n2m (ook

n n ) Ph
Dlﬂ ﬁnnO). Dus Z LL)(:, 1*}""1““[{) 'Z «‘3m+k: Z bm+k mek ? dus i
m+n k=0 k=0 -~ K=0 n
2 > 2 e
= "k P = Dy
= g =M , dus 1lim SHN S #0.

n-» oo PAn

Uit (19.9) volgt nu oémiddcllijk:
(19.10) Als Eiai absoluut convergeert, dan is TT'(ﬂ+an) dan en slechts
n

n

dan convergent als Zian convergcert.
n

Uiteraard kan, als alle a  retel zijn, het woord "absoluut" uit dc
formuleringen van (19.9) en (19.10) worden weggelaten,

n-1
Opgave 87. Bereken jﬁL (1+ Llil-~) en jﬁg (1- ;%).
ZPEEVE 1 2

n::'] i j g

no

Opgave 88. Convergeert || (1+ 4= O& ) 9
n k]

Opgave 89, Als zi,ai absoluut convergeert, convergeert il cos a,. Bewlija
dit. ‘! n
Opgave QO Bewijs met behulp van een oneindig product opnieuw, dat

lim (Z % - log n) bestaat (zie blz. 24).
N~ o0 =]

2
: anve 91. Voor welke complexe waarden van z convergeren [] (1= ”g) en

’W(*‘i+ -~) ?

)
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We kunnen nu ook oneindige producten van functies beschouwen, dat
wil zeggen producten ﬂ(ﬂwi‘n(z)), waarin fq(z), I‘z(z),.., complexe func-
ties zijn, die alle n op eenzelfde verzameling S gedefinleerd zijn. Ge-
wone convergentie wordt op de gebruikelijke wijze gedefinieerd. Bij het
begrip uniforme convergentie treedt echter een moellljkheid op, die toe
te schrijven is aan de volgende omstandigheid: als gq(z), ge(z),... een
rij functies is die uniform convergent is en h(z) is een functie, dan
behoeft de rij h(z)gﬁ(z) hiz)g 2",(z),... niet uniform te convergeren.
Neem b,v, n( )=(x+4)" dan 1s 1lim gn(x)uo uniform voor 0 <x <IZ— , maar

n N 00
1lim —@ﬁ)— convergeert niet uniform voor 0<x {7} (ga dat na).

Ny ¢O x
We defini¥ren nu dat het product 77 (1+f_(z)) uniform convergeert

voor z €3 als er eeR natuurlijk getal M en een red¥el getal & >0 be-

staat zodat lim 77 (’Hf‘M k( z)) uniform convergeert voor ze S en zodat
n n—»0Q k=0
l lim 771 (1+f aclz)) '> & voor alle z€S.

n~—-)00 K=

Er gelden nu de volgende twee stellingen.
(19.11) Een oneindig product 77 (1+‘f‘n(z)) is dan en slechts dan uniform
convergent voor z¢ 3, als bl Yedere resle ¢ > 0 een N bestaat zodat

voor alle nHN, alle z¢ S en willekeurige natuurlijke p geldt
n+p

77- (’H'fk(z))“

K=n+
(19.12) Het product 77”('14—? (z)) convergeert dan en slechtg dan uniform
voor z €S, als er een natuurlijk getal m bestaat, zodat Z: Log(1+f_(z))
uniform convergeert voor z £ S. n=m

De bewijzen van (19.11) en (19.12) zijn analoog met die van (19.5)
en (19.8) (ga dat na),

(19.13) Als 77 (1+f _(z)) uniform convergeert en als f,(z), f,(z),...
n nt oo 1 2
continu zijn, dan is U; (1+4f,(2)) continu,

Bewljs: Op grondn;an (19.11) 1is er een N,1 zodat voor n;.N,l geldt
‘fn(z)] < 1, dus zeker 1+f (z) niet regel en < 0. Als m overeenkomstig
(19.12) gekozen is nemen we N=max (m, NV&»’ dan geldt voor n RN dat
Log ('H—f (z)) continu is en verder dat S~ Log ('H—f‘ (z)) uniform con-
vergeert, Uit (B8.4) volgt dan dat g(z) p=N y_j_: Log(1+i‘ (z)) continu

is. Uit 77 (145, (z))meg(z)ﬁ‘(%f (z)) volgt dgt 7’7‘(1+f (z)) continu
is, n=1

(19.14) Als f,‘(z), 3‘,‘2(2),... gedefinieerd en differentieerbaar zijn op
een convexe verzameling S, als er een a ¢S bestaat zodat 77'(1+fn(a))
convergeert, als er een natuurlijk getal m bestaat zodat % voor alle
nym en alle z¢ S geldt dat '1+fn(z) niet retel £ 0 is en als
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® f '(z)
n

T T uniform convergeert voor z€ S, dan convergeert 77 (1+f _(z))
Tham * n “ o) n n
voor alle z€S en F(?e) 7T (1+fn(z)) is differentieerbaar; bovendien

o0 f '(z)n=1

o Bz -
geldt —+ = gmﬁ THT17) voor alle z waarvoor 1+f (z)#O,...,1+fm_1(z;¢o.

Bewijs: Op grond ven (19.8) 1s 2:: Log(1+f ( }) convergent. Verder
geldt voor n>m dat Log(1+fn(z)) differentieerbaav is met afgelelde

£,'(z) 00

T (ET - Uit (8.5) volgt nu dat g;; Log(1+f,(2z))=g(z) converg;erfzgoor
alle z €S en dat g(z) differentieerboar is met afgeleide § Tgm
Uit (19.8) volgt nu dat 77 (1+f (z)) convergeert voor 211878 ¢ en

o0 Hlﬂ
dat 77 (1+f (z)) zeg( 77'(1+i (z)). Hierult volgt dat F(z) differen-

N m_ ’(Z
tieerbaar is en dat FTL¥ ’(Z WJW“T“T
n=m n nm1

Als voorbeeld behandelen we het product ZT(W- —ﬁ), dit is in ileder
geval convergent voor z=0 (zle ook opgave 91) Kies"een retel getal
R >0, We beperken ons voorlopig tot |zl € R; de verzameling van deze 2z

is convex, Kies nu m>R; voor njm Is het retle dgel van n2—22 gelljk
aan ne x2+y2>(] dus voor nym en lz] £ R is 1- E§ niet rekel <L 0. Voor
2“ ! 2R n 2R
deze zelfde z en n geldt dan < H de reeks 57”
2°-n° | = n°_g® ' ©9Q T n°-R¢
is convergent, Volgens (8.3) 1 dan E —-—§ uniform conver-
o0 L2 n=m Z -n
gent voor {z| £ R en dus F (z)= ZT (1= =) convergent voor |z} < R en
‘(QTm ng n
22
differentieerbasr., Er geldt FmrmT— m§~«g . Daar
2 n=m z°-n“
F(z)= ZT (4— )JF,(z), is ook F(z) diﬁfurentlecnbaar voor fz| £R; voor

z# *1, +2 . ,i(m~ geldt -&~l 2:: E“"? . Daar R willekeurig geko-
N= Z7 =N
zen was, is F(z) differentieerbﬂar voor alle complexe z; er geldt als z

niet een geheel getal #0 1is ?TLTA ~5~—3 . We delen zonder bewljs

7; 7" -n o0 ?2
mee, dat voor z#0 geldt dat F(z)= ein Z,dus sinTrz=mz J7 (1- =) -
— 2 n="1 n
We beschouwen nu het product 77' (1+ w) Daar A;,ig voor ledere com-
n nn
plexe z absoluut convergeert, kunnen we (19.¢) toepasscn, We vinden dan

dat voor z#-1,-2,... geldt dat
n

77 (1+ §)

=1
n
1
“ g ¥
n

e
(zie blz.2k) dat %;% F- Log n convergeert naar een re¥el gzetal 5’)»0

dat constante van Euler heet, Verder is 77" (1+ E)"
K==

nlim bestaat en #0 is. We noemen deze limiet h(z)., We weten
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n n
77-(z+k) ¥ z(§:: g - Log n) 7Z;(z+k)
= . Dus 18 zel n(z)=z 1lim e . 1im =
n! n -4 00 Py %
" nte =
77 (z+k)
= 1im X0 , waarbij n” met de re¥le hoofdwsarde Log n gedefini-

n-—p OO nt n®
eerd is, Noemen we nu
n

ézg(z+k)

K(z)= 1im 5

n-»00 n!n
0=K(0)=K(-1)=K(-2)=..., K(2)#0 voor z#0,-1,-2,... . We defini¥ren nu de
gammafunctie [ (z) door

, dan 18 K(z) gedefinieerd voor alle complexe z,

y 2
[(z)= X'(‘.ﬂm 1m Dt D

n—aooﬁ(z+k)
k=0

, dan 18 [(z) gedefinieerd en #0O voor

Z#0,=1,-2,... .
De gammafunctie 1is zeer belangrijk in de analyse, We zullen haar
theorie hier niet ontwikkelen., We stippen slechts een enkel punt a2an.

m
Neem voor z eens een natuurlljk getal m, dan 1is n: n = oD (m-1) 2 =
D (m+n)!
IT (m+k)
11 k=0
2'1 X = (m-1)! - 1 . Hieruit volgt Iﬂ( )=(m-1)! voor natuur-
77 (n+k) 77(1+ =
K= k=1
1ijke m. Verder willen we [ (z+1) in verband brengen met [(z). Nu is
z2+1

n!n

]

zZ 4+ Z
o - L, B2 qus [M(z+1)=2z [(z). Uit

n nl

n -

(zmwz 7 (z+k) 77’(?+k n+z+1
k::" K=

ze betrekking en uit de door directe berekening te verifi¥ren formule
F(ﬂ)cﬂ volgt met volledige inductie opnieuw dat F(m):(m—ﬂ)! voor na-
tuurlijke m, We delen zonder bewijs mee dat voor re¥le z=x >0 geldt

oo
F(X)muf e”® t*-7 g¢,
0
Opgave 92. BewlJs met behulp van de hierboven gegeven formule voor

sin 77z dat, als z geen geheel getal is, geldt [ (z) [ (1-2)=

-]

% n:j:

gin?rz
25 2§ Bepaal de complexe waarden van z, waarvoor
jr (4~ Lwnlv z) convergeert en druk het product ult met behulp van de

e
gamma functie,
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§QO. De formule van Stirling,

(20.1) Voor alle natuurlijke n geldt

1
1 55
Vorre™ n "2 ~<V me” n+% e <D (Formule van Stirling).
e __n} “n 1 n+l\n+y
BeWil! : Noem ;an :{W » dan is an"—}i = -é- (T) s dus
log a,-log a_, = ¥(2n+1) log Eii - 1 Uit (12.2) volgt dat voor red¥le
2k+ﬁ
X met 0 <x <1 geldt 10g rix = 2 Ezrzmﬁz“" Substitueren we hierin
k=0 00
voor x dan vinden we log bl > 1 » dus
e iy 0o 0 k=0 (2k+1)(2n+1)=<H]

3(2n+1) log — -1=

T - Omdat alle termen van deze
k=1 (2k+1)(2n+1)
reeks positief zijn geldt log an—log anM)O’ dus . 8n4e De rij

A438050.. 1s dus monctoon dalend en heeft positieve elementen; de rij

is dus convergent met limiet o >» 0, Verder geldt a, > o voor alle n.
o0

1 1 1

We bewljzen nu dat « 0 is. Er geldt 3 L 2 ——p=

=1 (2ke1)(2n41)2% 3 27 (2n41)

4 1 1 1 (’1 4 )
= . = = 5 - w5 Door optelling vinden
3(2n+ﬁ)2 1- ?-1-75 12n(n+1) T2 *n 7 one
en+t)
1 /1 g ™ .

we log a -log a .. & 45 (= - m). De veronderstelling 1lim a =0 leidt

N 300

nu tot een tegenspraak, omdat bij k —) OO het linkerlid — + O© en het

rechterlid — -ﬁ%ﬁ . Dus & >0, Door k — covinden we log an-lgg K <
1

) ;12
gm s, dus oL <A, L e " Als we nu nog aantonen dat X = Y277, is

de farmule van Stirling bewezen, Er geldt j(sin x)" dx= -(sin x)n“qcos X+
- 2 - "
+ (n-1) j(sin x)" 2(003 ¥)“dx==(sin x)" Toos x+(n-—1)’f(sin x)" 2ax +

-{n-1,; j(sin x)" dx, dus j(sin x)" dx= - -g-(sin )7 cos x +

1
L
- -} 2
E—ﬁlj(ain x)77° ax. voor n>2 geldt dusj (sin )" dx= ——if(sin x)n'%L
Noemen we nu B = : (sin x)" ax, dan ldtOB hall Door v lledige
n-—f » Qf ge n+2 m cor volle 5€
0 n
inductie vinden we nu gemakkelljk B,) = +77 ]7 "E‘FC'“ en B,2n+1== 77' %

(ga dat na), Verder volgt uit de definitie vzm B en uit het feit dat

n+2
0«s8in X &1 voor 0<x&} 77 direct Bn>Bn+1>Bn+’>’ dus =% =

B
L )Bnm >ﬁ Hier'uit volgt 1lim E———————z 1, dus

Bn+2 Bn+2 n—y O “on 41

n
4
n 2 n 2 77 (21{)
(2k) (2k) k=1
11 ; 7. -
n,«?ﬂﬁ ﬁQZ (2k-1)(2k+1) . e gg: 2k=1)(2k+1) ((2n)l)2(2n+ﬂ)

Ed



Q&n(an e-nnn+%)4 g 4
= N S

e~<P(2n)°P*2)%(2n41)  2(2n+1)

n e
) (aﬁm
§4x“m % 77, dus @ = V277, Hiermee 1s (20.1) bewezan,

Uit (20.1) volgt onmiddellijk:

H

(20.2) 1lim OO LT S = 1.
N— oo VY2 77l te e P

Als nevenresultasat hebben we bovendlen blj het bewli]s van (20.1)
gevonden:

22 2 2 Y 4 6 6
(20.3) 377 = ;; (2n) =2 .2 Y.L .2 .5 ... (Product van
n=1 (2n-1)(2n+1) T-3:3:5°5°7 Wallis).

In de practijk gebruikt men op grond van de formule van Stirling

\ﬁgith*% e™" voor grote waarden van n als een "benadering" in de plaats
van n! Dit 18 echter geen benadering in de zin zoals wij dit woord tot
nu toe gebrulkt hebben: het verschil nadert niet tot nul als n-—»00, Nu
is het zo dat n! bij toenemende n zeer sterk groelt evenals trouwens
V@ﬁﬁ%n+% e™”, In dat geval is het voor het verkrijgen van een brulkbare
benadering voldoende dat de relatieve fout, dat 1is hier

s/«) n“"% *1’1_
27n =7 € =0 haar nul gaat als n.—y Q. Dit is op grond van (20.2)

inderdaad het geval; (20.1) leert bovendlen dat de relatieve fout in ab-
1

solute waarde < 1-e en is,
a
Als  1im =1, zegt men ook wel dat a_ en b_ asymptotisch geli jk
n-—>00°n n n
ziJn; men schrijft dit ook wel a ~sb . Uit (20.2) volgt dus dat n! en

L
\/2 Zrnn*ﬁ e ! agsymptotisch gelijk zijn. Blj limletovergangen mag men
een factor vervangen door een die er asymptotisch aan gelijk is: als

an,y,bn en als 1lim 2 Cn:d’ dan is 1im b cnzd, immers

‘ by, n-—soo " n—3 0 n
bn Ch = 5; <8, Cp.
2n
2n 2"
Opgave 94. Bewljs dat (r})f\?wm— .

VT
Opgave 95. Bewijs dat voor 2z#0,-1,-2,... geldt

1 2z-1
F(Ez)m [(2) [(z+h)2 . Leid hieruit de waarde van [ (%) af,

VT

Opgave 96. Bewljs dat voor iedere z, die geen geheel getal is, geldt

f'(z+n+1)r\;n! n.
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§24 Verscherpingen van het quotiéntcriterium,

Yoor reeksen met positieve re¥le termen behandelen we nu enkele
verscherpingen van het criterium van d'Alembert (5.2). Deze lelden we
af uit het volgende criterium,

(21.1) (Convergentiecriterium van Kummer) Als 84585500 €D Dby,
rijen positieve red¥le getallen zijn, als E:: b divergent is, als c_ =

n
a
= E"l" 2+1 - él , dan is als 1lim sup Ch ‘40, §:: 8, convergent en als
n+t  “n n n —p 00
lim inf cn>o, E: a, divergent,
N 3 OO ‘ n i
Bewljs: Stel lim sup ¢, <0, dan is er een oL >0 en een N zodat
n —» S0 a,
voor n >N geldt ¢ -, dus a_ (B—-— Ef-il) Voor n >N geldt dus
n N+
N n a a a
i — k “k+1 4 N+1 n+1
Ef: 8, ¢e_ a, + — 2 ( ) = Efi a, + = ( - ) L
7RSS K o e Pk Pier G K% By Ppyq
ﬁ~ 1 AN+ ;
§w~ CIT S“"“ De partile sommen van §:: a, zljn dus begrensd, dus
N+1 n

Sk=1
2::an is convergent. Stel nu dat 1lim inf c n>0s dan 1s er een M zodat
n p B>

voor n> M geldt cn>0, dus ?M > ;EM s dus voor n» M+2 geldt
a n-1 a ne="1 b a
n W+ k+1 n M+
= = dus a_> b . Als E a
2 2
IM+1 k=M+1 %k KM+l Pk Oyeq n’ Byy U

convergent zou zijn, zou E::bﬂ ook convergent zijn, hetgeen niet zo 1s,.

Dus 3 a, 1is divergent, o
n

Neemt men b mﬂ voor alle n, dan krijgt men het criterium van
d'Alembert terug alth”hb voor reeksen met reé%e positieve termen.
n+1 _ n41. Dit leidt tot

Neem nu b = _”T voor nyz, dan ig ¢ = n

de volgende stelling o

(21.2) (Convergentiecriterium van Raabe) Als S_ a, een reeks met posi-
tieve reéle termen 1is, dan 1is als o

a
1im sup n(e—— n+1 -1) £ -1, E: a_ convergent en als lim inf n( g+1 -1) > =1,
n— OO0 "n n —y 00 n
3 a_ divergent,
= n

a

Een belangrijk speciaal geval ontstaat als 1lim n( n+d -1) bestaat.
1) e OO an

Als deze limiet # -1 1s geeft het criterium van Raabe uitslultsel over

convergentie of divergentie. Als de limlet gelljk is aan -1 geeft het
volgende criterium soms uitslultsel.

(21.3) (Convergentiecriterium van Gauss) Als EE: a, een reeks met posi-
tieve re¥le termen is, als U een 5@@61 getal 1s en alsg 55 een posi-

tief re¥el getal is dusdanlg dat ( n+q -1 + g3n4+5‘

begrensd is, dan is
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Za convergent als G M1 en divergent ala C?“.(’l

Bewijs: Laat K een positief refel geta al zijn dusdanig dat

8 Ant -
mgti»ﬂ+g) n1*S (K 1s, dan 18 |n( ol o) +0 <k 0%, dus

e

n "N+
lim n{—=22 - 1)= -G7. Als 0"#'3 volgt de stelling direct ult (21.2).
n-—o0 p
We behoeven dus alleen nog het geval (7 =1 te vehandelen, Omdat dan

(%n+1 1\ 1+8 _ . a
— = 1 % =)n vegrensd is, geldt lim (“n+1 1 -~
A n nﬁmwmﬂ‘&-n)nlognw
a
= _1lim 2” - +%) n1+5 -lﬁ%rﬁ =0, Nu is n log n { “n+7 -1 +i) =
- “n n
qn+1 4
= n 10g N ——— - (n=1) 1ng(u=1) + (n-1) log (1- 7). Nu is
“n
in (4 -1) log (1-x)= lin  (1-x) lﬂ&m}&l‘;’ﬁl - -1, dus 1im (n-1)log(1-zk
X~y O x=0 Ny 00
a
N+ ‘1
= -1, dus n]f_;nw(n log n e (n-1) log (n-1))=1. Daar En FTog 5
divergent is (zle opgave 19), kunnen we (21.4) toepassen met

i voor n >3, Hierult volgt dat Z a, divergent 1is.
(n-1)log(n-1) - 1

Een belangrijk geval, waarin bovenstaande criteria kunnen worden
toegepast, is als er een retle functie f(x) bestaat, dle voor 0Lx <1
gedefinieerd 1s en dle in O zekere differentleerbaarheldselgenschappe’

b =
n

PR W

bezit, dusdanig dat f(ai):: ——%ﬁ . Steeds 1s hlerblj a re¥el en, > 0 v=r

ondersteld. Stel ecvst dat F(x) continu in O is. Dan 1s lim —-g—ti =
n->00 "n

= 1lim f’( )=f(0). Volgens d'Alembert 1is dan > a, convergent of diveu-
téht naargelang £{0) <1 of f(0)>1 1is. Er " pest ons nog £(0)=1 te
peschouwen, Stel nu dat f(») ook differentieerbaar 1s in O, dan 1is
£{x)=1 + x£'(0)+x g (x), waarin ¢ (0)=0 een g (x) continu in 0. Nu is

%1” f( )= 1 ‘*‘%f‘(o) *’“% (%), dus 1lim n@;ﬁ -1)='(0). Volgens
n ) n—o “n

Raabe is dan }: a convergent of divergent naargelang £1(0) < -1 of

n

£1(0) > -1 is. Er rest ons nog £'(0)=-1 te beschouwen. Als nu f(x) voecv
0<x L1 differentleerbaar en 1In O tweemaal differentieerbaar 1s, 1s
£(x) mﬂ-xﬁxef"(o)m Q,jf’x) waarin 5,’&0 =0 en gq(x) continu in 0. Nu

is  lim n2( “ni1 -1 + i‘}uf“(o). Volgens Gauss is dan E a_ divergent,
a n n
n_.%oo n

Het procédé kog}t dus hierop neer, dat er constanten a en b worden be-

c
paald, zodat n a + b + -g met begrensde c_. Nu geeft a £1 conver-
n n oo n

gentie, a»1 divergentie ~=7 en b {-1 convergentie, 2="1 en b’}l—-ﬂ diver-
gentie,
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Een reeds bekend vcorbeeld is de reeks S n® voor refile of . Substi-

T
tueer in (Qﬁi) nu Ne % , dan komt er f(x)m(ﬁ+xfx , dugs £(0)=1 en £'(0)=0¢;
n
o
verder 1s f(x) tweemaal differentieerbaar., We vinden dus dat S n con-

vergeert voor o £-1 en divergeert voor oL > -1, We kunnen a1t ook als

volgt inzien: (1+ g-)d = :+% +9‘—L%—ﬂ (14 2 )0("" met “(ﬁ' <1, dus
ol Q‘ 2n ﬁ" n
(n+1) PR 4 n L1 nK=2
o =1+ + —Z met ¢ =3 (=) (14 = begrensd.
In overeenstemming met de op blz, 22 gemaakte opmerking kunnen de
hierboven behandelde convergentiecriteria ook worden gebruikt voor reek-

sen %j a, met complexe an¥0, door ze toe te passen Op E%:}an}. Als con-

vergentle gevonden wordt, kan worden geconcludeerd tot absolute conver-
gentie van E::u . Als echter divergentie wordt gevonden, kan alleen wor-
den gewanvludeerd dat Z:@ niet absoluut convergeert, maar nlet dat

EE: a, divergeert, In dwt opzicht ligt de 4qakqm1nder eenvoudig dan

t18 bet criterium van d'Alembert. Ult 1lim inf “%il > 1 volgt n.l.
n — 0O “n

dat S%: a, divergeert. Nemen we echter a = i—~lw dan 1is E::)a |aiver-
gent, zoals b.v, met het criterium van Raabe 1n te zien ls, maar EE: a

ig voorwaardell jk convergent.

Als a, een reeks met ccmplexe termen a_#0 1s, dusdanig dat er
n

¢

w
twee constantern u en v bestaan zodat ntl u o+ % + ~Q met begrensde
< [
on n

W dan kan ult de grootte van u en v de convergentie of dlvergentie
van 2 a, afgeleid worden (criterium van Welerstrass), We gaan er niet
op 1n.

¢
Opgave 97. Onderzoel de reeks 2 n  voecr complexe OL,
n

n
Opgave 98. Onderzoek de convergentie van de binomiaalreeks S Qg)z
voor z= -1, Let voor PC§1€/A4 ook op het teken van de termen” !
Cpgave 99. Nnderzoek voor welke redle waarden van L de reeksen

E — 2 en E (~%§§linwfx convergeren
o) )Q“. ’ ny :._. i &J *

(log n n 2% '‘n!)f

Opgave 100. Als O, f} %Q)bl complexe getallen zijn #0,-1,-2,... dan

n--1
k) (B+k
heet de machtreeks 1 + § a_z" met a_= q 77F Eﬁi_l&__ﬁl een hyper-
£ n n~ nl [k ¥
geometrische reeks, Bewljs dat deze reeks convergentlestraal 1 heeft en

onderzoek voor redle (X, ﬂ en a/ de convergentie voor z=1,

22. Reeksen van Fourler,
%igzullen ong nu bezig houden met reeksen van het type
§BD+W§ % (an cos nx + b sin nx), waarin x een re¥le veranderlijke en
Yiem
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ag,a,‘,ao,... en ‘a,},bm... constante re¥le getallen zijn. Een dergelljke
[ i

reeks heet een trigonometrische reeks. Bij zo'n reeks kunnen we ons af-
vragen voor welke waarden van x hij convergeert en als hi] convergeert

welke elgenschappen de door de reeks voorgestelde functie van X heeft.
Dok kunnen we de vraag stellen in hoeverre een gegeven functie f(x) door
een trigonometrische reeks kan worden voorgesteld, We merken eerst op
dat voor een geheel getal m geldt cos n(x+2m77)= cos nx en sin n(x+2m 77)=
= 8in nx, waaruit direct volgt dat een door een trigonometrische reeks
voorgestelde functie f(x) in ieder geval periodiek is met periode 277,
d.w.z. er geldt f(x+277)=f(x) voor alle x. We kunnen ons dus beperken
tot Ogx <2 77,

Ter ori¥ntering bestuderen we eerst een speclale trigonometrische
:gsgks en wel die met anmo en bnw ;}- voor alle n, d.w.z. de reeks

E &%—E}? . We weten al dat deze reeks convergeert voor alle re¥le X
1=

Jore)
(zie opgave 75). We zullen nu de functie f(x)= D __ i@ﬁﬁ bepalen.
n=11

Uiteraard is f(0)=0. We beperken ons verder tot 0<x«2 7/ en beschouwen
inx

de reeks 2 2 . Op blz. B4 hebben we bewezen dat Z z" conver-

gent . is voor- alle z met |zl=1, behalve voor z=1; op bl? 98 1s aange-~

m -
toond dat voor deze waarden van z geldt 3 % z"= - Log(1-z). Voor
N=="l
0<x <277‘ge1dt Ieixlm’i en et X441, dus
oo
E % inx, Z % 1x = = Log(ﬂ-eix): - Log }‘1-—@“’ -1 ar‘g('i-eix),
Nz Nz coO o0
waarin - /77 < arg(" 1-et¥ ) < 77. Verder is 2 % e 1% S % cos nx +
n="1 N=]
B CO' 1 Lo @)
+ 1 2 ﬁi 8in nx. Dus E — C08 NX = - Log fﬂ-eixl en 2 1 sin nx=
‘ n n
D= N=" n="1
= - arg(’}—eix). Nu is ‘1~eixz1—cos x-1 sin x, dus ”1 eixl 2 (1=cos x)
+ (sin x)azﬂ(sin %@x)a. Voer 0«x<27/ 18 sin x>0, dus )”!-—eixl =

cos X en 2 sin 3 x cos 3 x = sin x,

J-e¥ (cos(ix-27r)+ 1 sin( k-1 7T)).

)e= 1-
)=
dx-3 <L, dus arg(’l-e )=Hx-77) .

= 2 sin 3x, Verder is 2(sin 3x)%=
dus 1-e1*22 sin 3x(sin $x-1 cos 3x
Voor Qd4x <27 geldt - 7T <377 <

Hiermee hebben we dus gevonden:

(22.1) Voor 0 <x <277 geldt

0O
> E—Qw = - Log(2 &in % x),
D=

w ain nx %(77-_;{)

N
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De graflek van E §i%rﬁ§ ziet er dus uit als hieronder getekend.

.,<.‘.,.m€’....“..m
-

¥
A
&
3
B
33
=
w b
3/
7
/
j;b

Door bepaalde waarden voor X te substitueren kunnen we de sommen
van allerlel reeksen vinden. Zo geeft x=477 in de sinusreeks de reeks

i 2% no 1 - s
van Lelbniz E (—1) erore i n— IT terug,
Ne=

<D
Opgave 101. Schets de grafiek van :E: 39%"25 .
o

\ n 1 121\
%ﬁfave 102. Bewiljs dat g;; (-1) (3n+1 + 3n+2)” 3 en

- 4 VA
'%;6 CEE IR I

OCpgave 103. Bewljs met gebrulkmaking van het resultaat van de berekening
6- 77& sin nx o0 1 1972
op blz, an I 18 188 van 5' = dx, dat 3 =g en

n=1 0 520 (2n+1)°
hierul’ dat 2:: —w m.vﬁr
n=1 n-

Opgave ‘04, Bereken op een analoge wijze als hierboven is geschied

=2 sin(ent1)x EEE? cos(2n+1)x
e s
Nz T]:O

o0
We heoben dus gevonden dat de door z:: §}%~E5 voorgestelde functie
N=" ‘
f(x) niet cveral continu is. Zo geldt limt £(x)=277 en 1im~ £(x)=-3 77,
X 3 0O X —30

terwijl £{0)=0. Verder is f(x) opgebouwd uit oneindig veel stukjes van
lineaire functies. We zien zo, dat onder de functles die door een tri-
gonometriszne reeks kunnen worden voorgesteld functies voorkomen van een
totaal ander type dan onder de functies die door een machtreeks kunnen
worden vocrgesteld.,

Voor het verdere onderzoek beginnen we met een speciaal geval, n.l,
dat de trizonometrische reeks uniform convergeert voor O¢:x4;2'ﬂf dus
wegens de reriodiciteilt voor alle re¥le x. De functie f(x)m%a

+ E cos nx + b sin nx) is dan in leder geval continu (8.4). Voor
nw'@

een geheel getal m>0 zijn 8in mx en cos mx begrensd en dus
oo - o0

7 esinmx(a_ cos nx ' ™ ein nx) en 2 cos mx(a cos nx+b_ s8in nx) ook
n { n
D= Tis=
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uniform convergent., Op grond van de stelling op blz. an I 178 mogen deze
reeksen dus termsgewi]s over het segment (0,27/) worden gelntegreerd.

e 2
Dit levertf f(x) sin mx m«ggoj sin mx dx +
0 0
o 2 2
+ o (anvf sin mx cos nx dx + b sin mx sin nx dx) en
Thss 0
1/ 2T
£(x) cos mx dx= 32 j cos mx dx +
0 Vo
2T =3/
o (an\jN COS MX CO8 nX dx4+1%kj\ cos mx sin nx dx). De in de rech-
e 0 0

terleden van deze gelljkheden voorkomende integralen kunnen we echter
alle uitrekenen, Er geldt:

(22.2) Voor gehele m en n, belde > 0 geldt
2T = 0 als m#gn
Uf cos mx cos nx dx gz 77 als m=n#0
0 L:Q?Tals M=n=0

21

JP cog mx 8ln nx dx = O
0
2 = 0 nls m#n en als m=n=0
gin mx sin nx dx
o = 77 als n=n#0
Bewljs: cos mx cos nx=%{cos(m+n)x+cos(m-n)x). Als m#n, geldt
2
m+n#0 en m-n#0 en dusjr co8 MX con n¥x dX=
0 2
= %(sinmig+n)x siggg—n)x )| =0. Als m=n#0, geldt m+nf0 en
77 21T
cos(m-n)x=1 en dus jﬂ coePmx cos anﬁ(Ei%£%iﬂlE + x)’ =77, Als
ry/a

Q
m=n=0, geldt cos mx co3 nx=1, dus{r co8 mX cos nx dx = OE?T} De ande-

re integralen worden op analoge wifze behandeld. o7

Met behulp van (22.,2) vinden we nu voor mV;ﬂ datjﬁ f(x)sin mx dx=

2T 2 ©

mlfbm enu( f(x) cos mx dx:ZTam. Verder geldﬁjﬁ £(x)dx=

on 0 0

m;[ f(x)cos Ox GXu'ﬁ”aO. We hebben dus de volgende stelling gevonden.
0

o0

(22.3) Als de reeks éaﬂ+ E (an cos nx + b, sin nx) uniform conver-
Nz
geert voor 0 Lx <27/ met som f(x) dan geldt
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_T
aﬂm?}lj f(x) cos nx dx voor n=0,1,2,...,
0

bn”«givf x) sin nx dx voor n=1,2,3,... .

De hierboven gegeven formules voor a, en bn heten formules van
Euler., We zlen nu ook waarom we de constante term in een trigonometrische
reeks %ac genoemd hebben in plaats van a .

Als £(x) een re¥le functie 1s, die gedefinleerd 1s voor 0£x <277
en elgenlijk integreerbaar 1s, dan heten de conatanten a, en bn gedefi-
nieerd door de formules van Euler de Fourler-co¥ffici¥nten van f{x) en

=Y - b o - 8 3 Ao 4
de met deze constanten A, €D bn gevormde reeks ga, * gz: (ancos nx+bn31n nA
de Fourier-reeks behorende bij f(x). Let wel dat we momenteel nog geen

antwoord hebben op de vraag of deze Fourier-reeks convergeert en of hij,
als hij convergeert, gelijk is aan f(x). Het enige wat we tot nu toe in
(22.3) gevonden hebben is, dat een uniform convergente trigonometrische
reeks de Fourler-reeks is van de door de trigonometrische reeks voorge-
stelde functie., Dit betekent niet, dat als de Fourier-reeks van een ge-
geven functie uniform convergeert, de reeks de functie voorstelt.

De volgende twee vragen liggen nu voor de hand,

2T
£
0

19, In hoeverre convergeert de Fourier-reeks van een functle en stelt
hi]j de functle voor?
. Kan een functie voorgesteld worden door ecn trigoncmetrische reeks,

dle nlet zijn Pourler-reeks 1g?

Met vraag 2° zullen we ons nict bezig houden, maar onze aandacht
swrichten op vraag 1°

We gaan dus ult van een eigenlijk integreerbare functle f(x), ge -
definleerd voor O <x <27/ en definiéren de Fourier-co¥fficl&nten a, €n
b met de formules van Euler. Verder spreken we af dat we f(x) periodiek
voortzetten voor alle retfle x, d.w.z, voor 2kI77&x <2(k+1) 7 (k geheel)
defini¥ren we [(x) door f(x)=rf(x-2k¥ ). Dan is f(x) gedefinieerd voor
alle re¥le x, periodiek met periode 277 en eigenllijk integreerbaar over
elk eindlg segment. We merken op dat als de oorspronkelljke functie con-

tinu 18, de periodiek voortgezette functie discontinu kan zijn 1in de
punten 2m77 (m geheel).

We bewljzen de volgende hulpstelling.

(22.%) aAls g(x) een re¥le functie is, perlodiek met periode 27 en
elgenlijk integreerbaar over (0,27), en als a een re¥el getal 1is dan is

2w 2
”j; g(x+a)dxgjg g(x)dx,

Bewijs: Laat het gehele getal k bepaald zijn door 2(1{-—1)77'433 <2kTT.
Dan is O <2k77 -2 £277. Door toepassing van de substitutie x=t+2(k=-1)7T -2




2k 7T -n 2

vinden weu{
0

g(x+a)dxm\£. g(t+2(k=-1)T )dt= b{
2(k-1)77
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2m
g(t)dt.
a=2(k=-1)TT

Door toepassing van de substitutie x=t+2k7T/-a vinden we

21 a-2(k-1)77

z[ g(x+a)GXm\f
2kTT -2 0

vinden we de gevraagde gelijkheid,

21T
Ggmerking. In plaats van wf
A+ v 0

g(x)dx (substitutie x=t-a).

schrijvenhjf

a

g(t+2k?7)dtmwf

a~-2(k=-1)7T
g(t)dt. Door optelling
0

g(x+a)dx hadden we ook mogen

We geven de parti¥le sommen van de Fourier-reeks van f(x) aan met

3n(x), dus als a_ en b de Fourier—so@féiciénten van f(x) zijn bepalen

we s_(x) door s (x)=}a
n>1. Gebruik makend van de formules
we nu direct voor k=1,

en sn(

.’n:

L, -
ba r(t)at ”‘L

f(t) cos k t dt=

i

£{t) sin k t dt=

B~ F RN

Door optelling vinden we hi(pui%r
]

=5a_+ ¥ (2 1, GOS8 mX + b

sin mx) voor

m=1 yan Euler en van (22.2) vinden

3y sn(t) cos k t dt

277

b sn(t) sin k t dt.

k

il

(a2 + b;)néj e(t) s (t)at 1j (s.(t))? at
0

Gebruik makend van deze betrekkingen vinden we

27 21T
1 , 2 1
oé_;}f (f(t)ngn(t)) dtzﬁj (r(t) ) dt- Ti’j f(t)s (t)dt +
0 0 0
I/ oI
*.%;v[ (Sn(t))EGVz%;‘f (f(t))gdt - %ag —‘%2% (ai + bi). Dus:
(2.5) [ (i‘(t%sn(t))gdtz%j (2%t - 32 - 5 (sF ¢ 2D
0 0 o
n
Hieruit volgt ka + §;j + b ) < = JF (f(t)) dt en dit impli-

ceert dat Ezr(an+ i)
n

convergeevt Dit geeft

Ode volgende stelling.

(22.6) ﬁg:{ai+b§) is convergent en er geldt
n
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2
%ao +

P %

e

2,,.2

(ai + bi) g%j (f(t))g dt (ongelijkheid van Bessel).
0

2.2
Uit de convergentie van %;(“n*bn) volgt 1lim (an bn)mw, dus

n —p 00
lim a.= lim bnmo. Dit geeft de volgende stelling.
N ——p QO T ey OO o7 o

(22.7) 1im | f(t) cos n t dt = 1im f{t) sin n t dt=0,

n—00y, n—)

In werkelijkheid geldt een nog algemenere stelling., Als a en ¥ redle
getallen zijn met a<b, als g(t) een functie is die eigenlijk integreer-
baar 18 over het segment (a,b) en als x e%§ veranderlijke is die 21le

re¥le getallen doorloopt, dan is 1lim g(t) cos x t dt=
b X—3 00 Jn
= lim g(t) sin x t dt=0. Deze algemenere stelling zullen w niet
K 3 OO -

[

bewl jzen, slechts bewljzen we dat speclale geval ervan dat we in het ver-

volg nodig zullen hebben:

(22.8) Als o en O refle getallen zijn met 0« £ (34277%‘“ als g(t)
een functie is die eigenlijk integreerbaar is over (cx,(3) «n als n de
natuurlijke getallen doorloopt, dan geldt 1im g(t) sir (n+h)t dt=0,

1) OO o

Bewl js: Voer een hulpfunctie h(t) in, gedefinieerd dror h(t)=0 voor
. Dan zijn
h(t) en dus ook h(t) cos 3t en h(t) sin 3t eigenlijk int:greerbaar over
(0,27r). Verder 1s sin (n+i)t = cos 3t sin n t + sin 4tcos n t. Dus

0t <ot envoor (J<t<277 en h(t)=g(t) voor aatgﬁ

27 27T

Mfﬁg(t) sin (n+3)t dti[. h(t) sin (n+h)t dtzvf h(t) cos
* 0

27 0
+Q[ h(t) sin 4 t cos n t dt.
0

De stelling volgt nu direct ult (22.7).

« L ,
(22.9) % +2__ cos k x = sin(n+g)x voor x#2m77 n zeheel).

k=1 2 sin ix

1
2

t 8in n t 4t +

Bewljs: Uit 2 sin 4x cos kx = sin (k+ x - sin k-})x volgt door

optelling direct 2 sin #x(3+ E?: cos kx)=sin{n+ 'x. Voor x#£2m¥Wmag dit

door 2 sin ix gedeeld worden.' ™’

Door integratie volgt direct uit (22.9):

(22. 10)]” sin(na)x 4 _ 77

sin x

We kiezen nu een re¥el getal ¢ en gaan fL convergentie van de Fouriep-
reeks in het punt ¢ onderzoeken. Deartoe ga:n we an(c) omvormen:
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an(c)w%ao + é (a, cos ke + by sin k )=

21r

= 1\J” r(t)(3+ Eft(cos kt cos ke +sinkt gin k ¢)) dt=
14 =1
0
20T n
= 3-u{ £(t)(3+ 2_ cos k(t-c))dt,
T Js =1

Daar de integrand van deze integraal klaarblijkelijk periodiek 1is met
periode 2 77 vinden we door toepassing van (22.4%) dat dit gelijk 1s aan

2 \
%_j f(t+c)(4+ 2 cos k t)dt.
0

k=1

Door toepassing van (22.9) vinden we dat dit gellijk 1is aan
2Ir

y by
Q.Jf flc + t) Eiﬂiﬂiilﬁ dt.
TJs 2 sin Lt
- 2T
Deze integraal splitsen we in en . De laatste transformeren we

door t=27r-u te stellen, Dit le‘@er't m

2lr \ T ]
4 . sinin+s )t A singm« Ju _
7'7‘: f(f.-""t) ‘?-—S-é??——?—zg dt = ﬁf f(C'{'g?T-'U) 5in 5 u du =
0
1 T i 5%
= -—f f(c-t) %E,-g—rﬁ“{"—%—‘ dt., Alles tezamen nemend vinden we dus
T gin 3
0
5 (7 _ sin(n+s)t
(22,11) sn(c)aﬁ_ (f(c+t)+f(c-t)) st dt.

Kies nu een redel getal ) net 0< & <77, dan is de functile

fécg§%+f(%’t) eigenlijk integreerbaar over (5,77') (omdat ) 50, 18 de

3
functie %egrensd!) Door toepassing van (22.8) vinden we dat
1im (f(c+t)+f(c-t)) & )I‘- dt = 0. Hieruit volgt dat lim s (c)
n-—»00J§ | e N -3 00
dan en slechts dan bestaat als
lim ! dt bestaat en dat als belde be-

1 ey OO T 0
staan ze aan elkaar gelijk zljn. In de laatste uitdrukking echter komen
alleen waarden van f(x) voor met c- & <x Lo+ d, d.w.z. met lx-cl< &.
Dit levert de volgende stelling.

(22.12) (Stelling van Riemann) Als ¢ een redel getal is en & een posi-
tief re¥el getal, dan hangt de convergentle en de eventuele som van de
Fourier-reeks van f(x) in het punt ¢ alleen af van de waarden van f(x)
voor [x-c| < & .
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Bewl js: Vcavcf&.7rvolgf de stelling uit het voorafgaande, voor
S>7r1s f(x) op grond van zijn periodiciteit geheel vastgelegd door
z1Jjn waarden voor |x-c < J.

De stelling van Riemnnn levert het merkwaardige resultaat, dat hoe-
wel voor de bepaling van de Fourler-co¥ffici¥nten van f(x) de waarde van
f(x) op een interval ter lengte 2 77 bekend moet zijn (en dus f(x) op
grond van zljn perlodicitelt geheel bekend moet zijn) het convergentie-
gedrag van de Fourier-reeks in een punt ¢ 21lleen afhangt van de waarden
van f(x) in een, willekeurig klein te kiezen, omgeving van c. Anders
uitgedrukt: als men f(x) buiten een é‘womgéving van ¢ wijzigt, maar
‘binnen de 5‘~ngav1ng van ¢ intact laat, dan zullen de Fourlier-co¥ffi-
ci¥nten van de gewljzigde functie in het algemeen geheel anders zijn dan
die van de oorspronkelijke functie: toch is het convergentiegedrag in
het punt ¢ hetzelfde voor beide reeksen,

Om de convergentie van de Fourier-reeks in ¢ te verkrijgen moeten
we nu nog lets meer van f(x) gaan eisen, Voor deze extra voorwaarde voor
f(x) ziJn er verschillende mogelijkheden. We kiezen de volgende.

Stel dat er een re¥el getal w gc) en een positief re¥el getal & be-
staat, zodat q/(c,t)z fett)+f(e-t -2 (c) begrensd is voor O.dt‘s 5\.

ot

Uit deze voorwaarde volgt lim® (f(c+t)+f(c-t))=2 @(c). Omdat
t -0
flc+t)+f(c~t) in zich zelf overgant als we t door -t vervangen, geldt

zelfs 1im (f(c+t)+f(c-t))=2 P (c). Noem ngmin (&,7), dan is W (c,t)

ook beér‘engd voor O<t < (Y Noen h(t)= T—ém voor O0«t {_.5,‘; omdat

t{i?o §~§KE~5-E-‘1 is h(t) begrensd,

Nu is f(o+t)+ffc~t)-¢xp c) _ W (c,t)h(t) begrensd voor O«:t{gq en eigen-
2 8in 5 ¢ -

11Jk integreerbsar over (&, J,) voor ledere ol met O £ (.51. Uit de
stelling op blz., an I 97 volgt dan dat ) (c,t)h(t) elgenlijk integreer-
baar is over (0, <§ . Uit (22.8) volgt dan dat

d1

SR
1 . | 1
lim — c,t)h(t)sin(n+s)t dt=0. Maar —lfw c,t)h(t)sin(n+s)t dt=
Bt p (c,t)n(t)sin(ne) p(e,0n(t)sin(ns)

-
sir n+‘ t X 1{ "sin(n+s)t
Wf (fle+t)+f(c-t)) s dt - zq(c)ﬁf Tén—?%— dt
0

1 ' T

+29(c) "j g.i_g%“i‘;lt_ dt. ULt (22.8) volgt dat 1imj %j%%iﬁé dt=0;
n S 2
/

maken we ve der nog gebruik van 22, 10), dan vinden we dat

ln 2 Ye(ert)+r(c-t)) S0 g*‘“ E dt= ¢ (c) en dus dat
n—

1im ﬁn(a)m W (c). Hiermee 1s de volgende hoofdstelling gevonden, waar-
T ey QO
in we alle gemaskte veronderstellingen nog eens opsommen,
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(22.13) (Hoofdstelling) Als f(x) een op (=-00,00) gedefinieerde redle
functie is, die periodiek is met perilode 277 en eigenlijk integreerbaar
over (0,277), als a_  en b de Fourler-co¥ffici¥nten van f(x) zijn, als c
een redel getal is en als er een retel getal ”¢)EC; en een positief
retel getal S bestaan zodot fest)rflc-t)-29(c

t
0Lt € &, dan convergeert de Fourier-reeks van f{x) in het punt ¢ en er

begrensd 1s voor

e (et )t (cmt)

1 . . fle+t ) +fle=t

xa _+ (a, cos nc + b_ sin nc)=(c)= lim .
°© p=3 " n P S 2

We maken nog enige opmerkingen over deze stelling.

Als f(x) aan de voorwaarden van (22.13) voldoet en bovendien con-
tinu in ¢ 4is dan 1s klaarblijkelljk P (c)=f(c), zodat in dat geval de
Fourier-reeks de functie in het punt ¢ voorstelt.

We noemen de laatste voorwaarde van (22.13) de extra-voorwaarde,
Continulteit alleen van f(x) in ¢ kan de extra-voorwaarde niet ver-
vangen, Zelfs als f(x) overal continu is hoeft de Fourier-reeks van
f(x) niet overal te convergeren,

Als 1im® f£(x)=f(c+d) en 1im~ £(x)=f(c-0) bestaan en eindig zijn
K b C K =P C

en als er een O > O bestaat zodat f(x%:g(c+6) begrensd 1s voor
cLx Lc+ é\ en f(xi:f(c—u) begrensd is voor c- 6‘§)<<c, dan 18 klaar-

hlijkelijk de extra-voorwaarde vervuld, We hebben hier de voorwaarde
gesplitst in een die het gedrag van f(x) rechts van ¢ en een die het
gedrag van f(x) links van ¢ beschrijft, In dit geval convergeert de
Fourler-reeks in het punt ¢ naar f(CHDXff(Q*O) . Als dus f(c¢)=

_ £(e+0)+£(c-0)

dan stelt de Fourier-reeks de functie voor in het punt

3 - ZZ sin nx
¢. Men vergelljke het gedrag van de functie 3 — in het punt Q; we
oo =
. sin nx A n,q ;
weten nog niet dat > ———— de Fourier-reeks van deze functle 1s,

N="1
hetgeen we echter spoedlg zullen zien, Overigens is de extra-voorwaarde

zwakker dan de in deze alinea genoemde voorwaarde. Om dit in te zilen
nemen we als voorbeeld de functie f(x) gedefinieerd door f(x)= Vx voor
0gx< 77, f(x)= -V=x voor - 77 <x <0 en £{0)=0; verder nemen we c=0,
Nu is f(c+0)=f(c~0)=0, maar féfl - wi: voor 0 <x <77, dus £(x) is niet
begrensd voor 0 <x 5:§, hoe klein we = de positievg & ook nemen. Met
(0)=0 is de extra-voorwaarde wel vervuld want f(t)+f(-t)=0 voor alle
t met 0<t € 77,

Als f(x) differentieerbaar is in c, dan is de voorwaarde van de
vorige alinea klaarblijkelijk vervuld en convergeert de Fourier-reeks
van f(x) dus naar f(c).

In plaats van de extra-voorwaarde kan men andere voorwaarden stel-

len, We noemen er twee zonder bewijs, De eerste is zwakker dan onze ex-
tra-voorwaarde, de tweede heeft een heel ander karakter.
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1° (Stelling van Dini) Als in (22.13) de extra voorwaarde door de vol-
gende voorwaarde wordt vervangen: "lim +(f(c+t)+i‘(c~t))m2tp(c) bestaat
en 18 eindig en er 1s een <f)u0 z@ﬁﬁ%’ﬂde (in O eventueel oneigenlij-

ke ) 1ntegraa1jfg if(c+t)+f(g”t)‘2(p(c)’dt bestaat", dan convergeert
0

€
de Fourier-reeks van f(x) in ¢ naar P (c).

2° (Stelling van Dirichlet) Als in (22.13) de extra voorwaarde door de
volgende voorwaarde wordt vervangen: "er bestaat een 5ﬂ> 0 zodat
fc+t)+f(c-t) voor 0 ¢t < § de som is van een begrensde monotoon
niet-stijgende en een begrensde monotoon niet-dalende functie", dan
bestaat t%ETO (f(c+t)+f(c-t))=2 (c) en 1" eindig en dan convergeert

de Fourier-reeks van f(x) in ¢ naar P (c).

wat 1° betreft merken we op dat de hlerin genocemde voorwaarde zeker

vervuld 1s als er een re¥el getal \P(cg en twee positieve redle getal-

len o en é Dbestaan zodat F(C+t>*f(c"t -2 9 (c)

o begrenad l1ls voor

t
0<¢t 5,5: Door hierin & =1 te nemen ontstaat onze extra-voorwaarde.

Wat 2° betreft merken we op dat een functie dle de som 1is van een
monotoon niet-stijgende en een monotoon niet-dalende functie van begrens-

de variatie heet. Verder mag een van belde 1n de voorwaarde genoemde

functies identiek nul zijn, zodat de voorwaarde ook vervuld is als
flc+t)+f(c-t) begrensd en monotoon is voor 0 <t < &. De voorwaarde is
ook vervuld als f(x) begrensd en monotoon 1is voor c <Xx £Lc+ § en begrensd
en monotoon voor c-¢& < x «c; in deze twee Intervallen mag de monotonle
van dezelfde of van verschillende soort zign (dus b.v, in belde inter-
vallen monotoon niet-stijgend of in het ene interval monotoon nilet-
stijgend en in het andere interval monotoon niet-dalend).

We merken nog op, dat we nu ook kunnen aantonen dat er trigonome-
trische reeksen bestaan, dle voor alle relle x convergeren en dle niet

de Fourler-reeks van een functie zijn, Neem als voorbeeld de reeks
voor

o0

g;g E%%gﬁg . Dat deze reeks/x#2m 7 (m geheel) convergeert, kan men met
partitle sommatie bewijzen (ga dat na); voor x=2m 77 zljn alle termen O,
dus dan convergeert de reeks ook, Als de reeks de Fourler-reeks van een
functie zou zijn, zou op grond van (22.6) E::—~mj——~ﬁ moeten convergeren,
hetgeen niet het geval is. n (log n)*

We zullen nu enige voorbeelden van Fourier-reeksen behandelen. In
al deze voorbeelden is de verificatie van de voorwaarden van (22.13) zo
eenvoudlg, dat we deze nlet apart vermelden., In punt ¢ waar de functie
discontinu is kiezen we als waarde 1im % (f{c+t)+f(c-t)) om te ver-
krijgen dat de Fourler-reeks ook 1nt5220 punten de functie voorstelt.
Hierop moet speclaal ook gelet worden bij de eindpunten van het interval



ter lengte 2 I waor de functie gedefinlieerd wordt, in verbaand met de
periodiekevoortzetting, Als b,v, f(x) op het interval (0,27 ) wordt ge-
definieerd moet de waarde in O ook in overeenstemming worden gebracht
met die in de buurt van 277,

Als een functie f(x) voldoet 2an f{-x)=f(x) voor alle x dan heet
de functle even, In ons gevnl van periodieke functies kunnen we dit ook
schri jven E% 27 ~x)=f(x). Von een dergelijke functie zijn alle b =0, om-

T w
dat dan j f(x) sin nx dx= ~j £(27-x) sin nx dx= —j f{x) sin nx dx.
T 0 0
In de Fourier-reeks van een even functie ontbreken de sinustermen. Ver-

der ziet men op analoge wijze in dat voor een even functile geldt
o v
a,= ?Tj f(x) cos nx dx.
0

Als een functie f(x) voldoet aan f(-x)=-f(x) voor alle x dan heet
de functie oneven, Voor onze periodieke functies 1s dit ook te schrij-
ven als f(2J7T-x)=-f(x). In dit geval is 1,70, zodat in de Fourier-reeiks
van een oneven functie de cosinustermen en de constante term ontbreken,
Verder geldt voor een oneven functle b = ﬁ?:jwf(x) sin nx dx,

C

Neem b.v. f(x)=1 voor 0<x<77 , [(x)= -1 voor WLXx<L27,

ﬂ , el 2 cos8 nx
£(e)=f(I)=0. Deze functie is oneven: b = = | sin nx dx= - S~———=| =
(?) (m) 4 ' n ',q’j ] T n

n 0
2(-1)" . L I N v |
== - — , dus b?_n”o’ bgnﬁm m . Er geldt dus
o o)
4 sin(2n+1)x -
Px)= g D TS L Dus
=i q 77. 0
o T voor O< X « 77
2 sfﬁ‘s_“«’“” X _ - .?:77' voor Wax< 27T
n=0 0 voor x=0 en x=7,

Opgave 105, Bepaal de Fourier-reeksen van de volgende functles

a) f(x)=x voor 0 {x <277, (0)=T7T,

b) f{x)=x voor 0 <x € 77, {(x)=27 -x voor 77<X<2IT.

¢) f(x)=x voor - MLx<Ir , £(7M)=0.

d) £(x)=e"* voor O<x<2, f(O)z%(’weQTr”)(a constant #0).

Bewijs dat de Fourier-reeksen de functies overal voorstellen,

) X sin nx
We merken nog op, dat uit geval a) de reeks § — opnieuw
M=)

kan worden bepaald, De functie van geval b) 1is continu; de Fouriler-
reeks 18 uniform convergent., Het resultaat van d) zullen we nog nader
bekijken; daarom schrijven we dat hieronder op:

2rra o0 =e"® voor 0 <x <277
1] b ( 4 + ( a " n
S (= 2 —p—s COB NX + —s—s 8in nx))
7 -8 n=q an a“+n m-}g,-(wee”a)voor x=0,
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voor x O geelt div
b o [
77?1 v | ~ . »
H(1 4 e s e (= - T )
- r/»m‘ ! A r"
Daar cth.7ra = ;qyeéwé seett ¢t (2ie oo w1 I YD)
{S‘L L . ,a
C&‘_l
| gl
sethwe = = t &2 w .
- L & -

Toterserd selnt b ol

"y beschoussn o o0 Jurnccre £{(xXY = o5 odx voor - Tr<):g77, voany

s Llles yooyr a # 0,

o iet o omel te . Doer oo . lunctio eve [0 onthrexwen ce sinuste
1 ~ N Y b e -
Verder geldt ,p7 g~ ) s T .
P BT S R s A A R 7 (g2 cat ra).
(V'S 7 (e v

De Fourler-reele vordi 7o

5 AR
COTORX = sinom (j- + ey L;—L—ix con nx) voor - JTLx &£ 7T
77 o« n=l 0l e =

Door hierin x = O ein x =7te subgtoitueren vir'en woy, als wij in '
resultaat O door » vervanocen:

voor x r.et geheel,

Het laatste resultaat kunnen wi) nop in vertand brengen met iets d:fd
wi) vroeger behandeld hebben. Op ?;1:,4 107 hwbbon wij gevonaen dat
~y

P

rxe 2 differentieerbaar is en 701

i

o0
F(z) = E (1 - i—;_v ) voor a2lle comp

M3

3 jx

; Tz ,
vooy niet-gehele z peldt ?——L—J— . » 1) beperken ons nu tot

AP n="1
- '\;’.A} » F* "'.nl i
re#le waarden van z en ver,omgsn T door x; dan geldt dus in verpand
wl B
met wat wij nu gevonden neboen ,F “x =7 cotp rx - % voor niet-gehel:
LAy -

v, Defini®ren wij nu g{x) = %% voor x niet geheel, dan vinden wi.

«'(x) = 0 (ga dat na). Als % een cehe-1 petal is, gelut d‘i% ¥gor

k<x <k+1 dat g(x) = ¢, met ».,onh‘tmde ¢+ Dus F(x) = Voot
O

kexeck+y, Nu is {;{L {1 - "’;T) voor 04}:4: uniform convergent. Om di

asn 'ce tonen, is hgt op gmnd van (19.12) voldoende om aan te tonen,

€ g Log (1 - Jw ) voor 0«x &) vaifori .onuvergeert., Uit de logarii: -

nd

mische reeks leidt men gemakkelljk of, dat voor O0¢x<i geldt
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Log (1 - ﬁw*) L ~3m (ga dot na), wasruit de uniforme convergen!
n‘ = 3n¢ N
. . N ) 4 f 4 ¢
onmiddelli jk volct, Uit (719.13) volgt dan 1 = F(0) = lim F(x) =
+crsin?rx P %0

) , . ainMx

1im =P = ¢ T, T = = . Hierult volgt F{x) - reamdi
X Y 7. I £ «?7..(

e Ia ’ oo i s ’

1wnﬂxmﬁx:nﬁf‘miﬂ voer DLdx <€l Vorr x o= 0
n=- 0 et

ieetste natuurlisk ool cerooigers pli kit oy x o door =X e vervan,

7.

Ltohev cok voor -dg X €0 Asidl, ol el yoor =1L x &1 geldt, Het
X ] L
mu mogelijk te bewijzen, dat 7x TT (1 -~ &=) periodiek is met period

n o

(z1e opgave 106), zodat wij het volpende resvlteat gevonden hebben.
(22.18) Voor alle re¥le x peldt sinyra = 7Mx 3}} (1 -
Hiermee 18 het oo Llr, 07 somcer Lew oo

althans voor regle waarcen veo le veranlerii ke aga_stoons

“peave 106, Bewljs dot i P (4 - =) poricdiek 1s met periode z.
- 0
Jenk hierbly, det 1 - =5 = (7 - %)(1 + 3).

n
Opgave 107. Bepaal de Fourier-recks ven de functie f(x) die bvepaalt

door f{x) = cosotx voor O <x ¢, f(x) casot (277 = X) voor TMdx 27,

£{0) = £(7m) = 0. Ondersche1d de gevallen dat & gehegl 1s en niet g°
Wij merken noy op, dat de op blz. 114 revonden %tﬁ EE%TEK niet o

14

onze theorie valt, omdat de functie nict begrensd is. Het is mogell u

theorie tot onbegrensde functies ult te breiden; wij gaan daar niet

Wi] gaan nu nog een andere kwesti- bespreken. Doarvoor veronders i

len wij van f(x) voorlopip alleen, dat £{x) een retle functie is, a'.
periodiek is met pericde 2/ en eigenlik integreervaar cver (0, 2M

iefini¥ren a,» b en sn(x) als boven, Vij gaan nu de ri) van 2e reko.
kundige gemiddelden van Sn(x) beschouwen, die win G7 (x)

G’ g ’! E c\? ap
n(X) = 57 o sal)
n ; N
(22.15) £= sin (k + )x = (sin . (n+1)x)
k=0 - e

noemen. Dus

voor x # 2m7 (m gecheel).

in (k + )x = cee X

Bewijs: Uit 2 sin ix s ‘ ki - cos (k+1)x volgt door
n

optelling direct ein 3x E%?\él (k + )x = (1 - cos(n + Vx )

oy p 2 £33 » ¥
= {sin %(n + 1)x)°. Voor x £ m¥mag dit door sin sx gedeeld worden.

Door integratie vinden wij uit (22.15) en (72.10)

_{m.aé)f (sin 3(n + ”")L = (n + 1)77.
“‘,:’ )

(8in ﬁx)




Uit (22.11) en (22.15) volpt nu direct

Y)) {di“ (n 4+ ﬂ}%}m o

T
(22.47) (Tn(X) & mﬁ (f{x + t) + [(x - YRRy : -

Uit (22.17) en (22.10) volgt

f(x + t) + £(x - t) - 20(x)).

(r2.18) 07 (x) - {(x) =

fod
(sin %(n + q)t),

5 dt .
2(din 5t)°

Het voordecl van f’;](x) boven sn(x) 1s dat in de integraal voo:
x’:/'M;}(:fc) de sirussen cexsadrateerd vocork-omen; deze wuadraten zijn
asrd ) C. Omdat div wo s, volpt wot (27.12) en (22,17) direct duot
als K een re¥el pgetal 1s, zodet !j"(:;;x < % voor alle x, dan 00X
‘@n(x)} < K voor alle x en r,

Wij gaan nu de¢ convergentis van i«”ﬂ{x) nasr £{x) onderzoelrn « ¢

waar f(x) contiru =g en wel Lew. 2om wi) hierover de volgende st

ling.
(22.19) Als a3, u,Q®en (3 rellle vetallen zijn mot a{dg@qb, zodet ()
continu 1is voor alle x met a <x b, dan peilt linm {?;{x) =7 2 (x)

. - . n
uniform voor X&:» < |3, yoe

Opmerking. Daar wij =< citleksuric diche Lap e en (3 willekeur.
dicht bilj b kunnen kiezvrn, e ldr tim Gf(x) = f(x) voor alle x mct
<X £by deze zonver onld e fETT naﬁﬁ 21 nlet uniform te zign., Verdor
merken wlj op, aat oo v l..ng niets zcgt over losse punten waar f(x)
continu i8; pas &l:s e¢r on intervel is waar f(x) continu is, kan i+ i
reconcludeerd worden.

Bewl js: Laatc=h(a+~) on d="(b+,) 2im, dan is ad e, g 3 o
Noem 5% = min (- c,a-~(3). Voor ¢c<x <d 1s f(x) uniform continu,
Kies een reéle £>0; er is dan een rr31e450>»Q, zodat voor alle x .n y

met cL£X sd cgy«den [x - <':5 £1dt »Jf(x) f(y)) < 3 &, noon

S = min (Yq, ‘5 . Als nu X en t voicuen aan o (x(ﬁ en |t] < )
dan is ¢ <O~ cfcot J<x+t<(3+(5<ﬂ+cs <d, c<{x<d en )x oL x’*
- tiALJZ:JZ.IAm If(x + t) - £(x)] < 1§, dus)f@+t )+ (x=2) =2 (x)] - &

Y

Nu is op grond van (22,72)

G (x)- f‘(x)f '(?z"'"}'ﬂ?rf i“x"’*) + f{x-t) ~’2f(X)} LM;ii: :;H)

Oextat £(x) clgenlijk intepreervaar is, is f(x) bepgrensd; er bestaat cus
een Xt le K0 gg}ﬁaﬂf(x)} < K xpor alle x. WiJ veronderstellen X{¢x < ﬁ
{fm splitser de Integrszl inj f . Voor de eerste integraal

W 5



zebrulken wij de hierboven voor |i] <& & gevonden schatting. Dit l.v.»rt

met behulp van (22.1€)

1 , £ j (“M 3(»« e '3)1) . o1
I ‘5n‘£ e GRS PR at = 1 &,
(52

Voor de tweede integrazl @ ocbrulken wi) Ge schatting ||

ety

() < . po

levert
1 §,< 3 (7 (cun L(a)t)" 4y 7-8)
(n+ 7~ 9 (“*QWTJ T(ﬁ:ﬂ t)* - (n+ﬁ)TT2($in 18)
2 K
< e o D
(n+1)(sin ;5)“
Semen geeft d:t |0 (%) - fx) <&+ 2 K - . Neem nu
. n ‘ i i . zf &
(n+1) (sin 5D) .
natuurlijk getal N > . e, voor 1 >N 1s dan n+ > ~*—-§%7r“w
~ £(sin 50)° E(sin 0)~

e K
(n+1)(sin *5)
bewezen,

Als A, Ajs.oo,A en B, By constanten zijn, heet %A_
" ) ﬁ o

+ %;;(Amcos mx + B sin mx) ¢en trigonometrisch polynoom van dc¢ r
e b

=< £, Gus ‘U;(x) - f(x)| <g&. Hicrmee is de stelly:

. %f%(ﬁ cos mx + B sin mx) een trigonom.tir

polyiggm van de graad n i%“dan geldt ?do“o o (akﬁk + bkﬁk)
= ~jﬁ f{x)t (x)dx = - ( 5, (x)t (x)dxu

(22,20) Als t (x) = A+

C

1 ’ﬂ‘ a 2
Bewljs: Uit\;j; f(x) cos kx dx = «-k s_(x) cos kx dx = a,

oy -
20T

o o . 2 %; - . -
voor kK = 0,,..,n en = |, f{x) sin kx dx = x) sin kx dx = |
SV

77

voor K = 1,...,0n volgt door virmenigvuldiging met %Ao’Aﬁ”"’An en

E1,...,Bn en optelling direct de gevraagde gelijkheud.

Door tn(x) = sn(x) te nemen, vinden wij de formule van blz. 77

micdden terug. Het bewljs 1s trouwens ook analoog.
Als t ( ) een trigonometrisch polyncom is van de graad n, vir
wij door (92.20) toe te passen op ﬂﬁ(x) - tn(x) direct dat
2w 27T "
Rj; {(f(x) - sn{x))(sn(x) - En{x)} = 0. Nu iaj; (f(x) - tn(x))ﬁdx =
ijquf(x) - sn{x))pdx + g&de(x} = s (%) (s (x) - t (x))dx +

T o
*Qé? (sﬂ(x) . tn(x))“dx, Dit geeft de volgende stelling,

NORTE ¢

foh



(22.21) Als tn(x) een trigoncmetrisch nvolywrom van de graad n is,

oy o I 2T
\j; (f(x) - (y))'“v “j: (T{x) - &ﬂ(x))‘ﬁx +J; (Sr(x) - t_{x))ax.

1 n
Hieruit volgt direct:
(22.22) Als tr(X) een trironomstrisch polynoom van de graad n is, [ 0
1T - -2 P
s p S
f(x) - s V) Tdx < | f(x) - £ (%)) dx
J50 (60 = spteax < 20 - e )
Wilj gaan nu verdere voorwaarden a:: ©(x) opleggen en wel eiser

dat f(x) continu is on (0,%7) op eindip veel punten na. Dan bewij: -
wilj de volgende stelling.

(22.23) Als f(x) begrensd ic en pericdiek met periode 27 en op het
terval (O ,277) continu in alle punten met ultuondering van een eindig
aantal, dat ook nul kan uljn, dan bestaat blj ledere regle &£ >0 o
zodat voor n> N geldt —Jﬁ - Oh(x))gdx < € (d.w.z. er geldt
1]m5%jr (f(x) - 0%( x))“dx = O) '
n =%

Bewljs: Het bewljs wordt geleverd door de discontinuiteitspunten
in kleine intervallen in te sluiten., De intepgralen over deze intervallen
worden klein omdat de integrand begrensd en de intervallengte klein 19
de integralen over de resterence intervallen worden klein, omdat de
intervallengte begrensd is en op grond van (22.19) de integrand klezin
voor voldoende grote n. Dit voeren wij nu uit. Stel dat er op het opun
interval (0,27) m punten zijn, waar f(x) discontinu is. Stel m>1 ¢n
laat de discontinuiteitspunten <X1,,°.,a:m zo gerangschikt zijn, dat
O-(Oﬂ <o, < .n <cx <77, Stel verder dat K cen regel getal > 0 1s
zodat | f( x)f< K voor 2lle x; wij weten dat dan ook!<7J (x) [ € K voor

alle n en x. Noem 5% = mln(écg,%( a“d1) o (X )s °7T—(Xm))4
kies een reéle £ > 0 en noem J= min{ ) -j:HT—~)

/l’
8K (m+3)
Nu geldt 0< 800 -8 +84,-O L oL o = §lox + 84aTT- S 277

Wij splitsen de integraal van de stelling in de 2m + 3 integralen

jS o,-8 o oy-S X +8 jg;r,g 2T
o 7 JLS‘ 5L</~8 ’jm/'facsx yree s jd\_é‘ y - O(\:/_[S‘ 5 ]’77"—-{8\“

Op de open intervallen (0,0H),(O%,O%),o..;UXm,EWW is f(x) continu. (o
grond van (22.19) bestaat biJ elk der segmenten J1 = (dﬂqu-CS),

Iy = u1+5‘0( =&Y, ..., Tpaq = & +3, 277 - ) een N (3 = 1,0.0,m+1),
zodat voor n;>NJ geldt | f(x) - 0“ i( 2 s ¥ voor xezJJ Noea

?\;g = max(Nq,..., m+1)’ voor n M N geldt dan
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voor x in elk der segmenten 33,-n;d‘w

de e sevmenten £ 2718, reldt

j" + jﬁ .+ Mj@ }aé 2T = aj%"g
P 05”“5 T

Voor elk ven de cv or culeven wntegrslen o 1dt dat de 1ntgrvall&nﬁé

- ¢
20 < «mwiLE:-— is, verder s (7(x) wﬁw(x§) < 4& dus
- - iézs:“(m + 3)
_ <’l %K : £ w & . Het mantal van deze overgebleven
I8 Il 4K (m + 3) mo+ 3

integralen is m + 7, Alles tezaner nenonde vinden wij dat
(AT
5i£; (f(x) - 0“ x)) dx < £ voor n>N, Daarmce 1s het bewl]s voor
m> 1 geleverd, Alg m = O gaat het bewl)ls analoop, doch eenvoudiger
(ga dat na),

Door combinatie van (23.23) en (“”.?”) toefcpast met t (x) N
vinden wij dmt 1 (f(x) - (x)) <;gbvoor n>N, uebruiken wig nu
(22.5), dan v1ndan wiy direct da volgende stelling.

~
L)
A

I

(22.24) (Stelling van Parseval) Als f(x) begrensd is en periodiek mct
periode 277 en op het interval (0,2 continu in alle punten met uit-
zondering van een eindly santal, dat ook nul kan zijn, dan eldt veor

de Fourier-codfficitnten »_en bt ven f(x), dat

o0 277 .
+§:: (al + bo) = j—f; (f(x))“ax.

s} ¢} 7

e
&
oo

WiJj merken op dat de voorwaardcn Cle voor de ;eldigheid van o«
stelling ven Parseval aar f(x) zi1.n cpgelegd van geheel andere zor
zijn, dan die welke w.j voor de converientic van de Fourier-reeks
(22.13) hebben opgelepd. Voor de peldigheid van de stelling van
seval behoeft de Fourier-reeks dus nvet te convergeren! Overiger
celdt de stelling van Parseval onder veel zwakkere vocrwaarden; L0
1s eigenlijke intcgreerbaarheid over (0,2 en periodiciteit met DT
ode 277 al ruim voldocnde, Wij gean daar nict op in.

opgave 108. Pas de “t“ilaa; van Porseval to: op d¢ in deze paragraaf
behandelde voorbeglden vau &gxnr reexsen, Dit lei1dt o,a., tot uit-
drukkingen voor z:: ~% en 3:% .
n = n
Tot slot nog u@n toepassing van de stelling van Parseval, die een
bijdrage levert tot de vraagz, in hoeverre twee verschillende functies
Cezelfde Fourier-reeks kunnen hebben,
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(22.25) Als %(x) en fg(x), dic beide aan de voorwaarden van (22,00
voldoen,- - dezelfde Fourier-coéfficiénten heblben, dan 2eldt fq(x)
voor alle x, waar belde functies continu zijn.

Bewijs: De functie fq(x) - fg(x) voldoet ook aan de voorwaarden van
(22.24); bovendien zijn de Fourier-coéfficiénten van deze functies alle-
maal nul. Uit (22.24) volat dagﬂ}ﬁ(f 0. De intezrand

§

i
O

>4
p—

N

Q.

>

i

)
van deze integrzal is>C. Als c¢r nu een a is, waar fq(x) en f2(<) et
dus ook fq(x) - A(x) continu 21Jn en £ (a) - f (a) =b # 0, dan is
er een omgeving van a, waar !f - (% ),‘> L] , dus
(o]

(fq(x) - ( )) < > E L9 de¢ Bujdrace van deze ongpeving tot de intsgronad
is > 0 en de hele integraal 1s dug ook >0, Dit geeft een tegenstri du, -
heid, waarmee de stelling bewezen is.

Einde van de cursus analyse IT.




